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Vorwort. 

Das vorliegende Büchlein ist als eine Einleitung in die Wechsel- 
stromtechnik anzusehen. Es behandelt die Frage, in welcher Weise 
Wechselströme mathematisch dargestellt werden können, oder um- 
gekehrt: die Theorie der einfach periodischen Funktionen im Hin- 
blick auf ihre Anwendungen für die Wechselströme. Im besonderen ist 
eine eingehendere Betrachtung den Grenzen gewidmet, bis zu denen 
die üblichen Darstellimgsformen von Wechselströmen streng richtig 
sind; die landläufigen Darstellungen lassen in dieser Hinsicht oft 
zu wünschen übrig. Die allgemeinen Betrachtungen sind durch 
Beispiele aus der Praxis erläutert. Um nicht dem Buche eine zu 
große Ausdehnung zu geben, ist die Kenntnis der wichtigsten 
physikalischen Tatsachen der Elektrizitätslehre als bekannt vor- 
ausgesetzt. 

Einem neueren internationalen Abkommen zufolge (s. E. T. Z. 
1911, S. 673) sind Widerstände stets mit r bezeichnet; dagegen 
habe ich dem dort gemachten Vorschlage, EMKe durch e zu be- 
zeichnen, nicht folgen können, weil bei 4pr symbolischen Dar- 
stellung die Basis der natürlichen Logarithmen mit dem gleichen 
Buchstaben gebraucht wird. Weiter ist, wie jetzt viel in Techniker- 
kreiseü üblich, }/— 1 = j gesetzt, um nicht auch mit der Strom- 
bezeichnung in Kollision zu kommen. 

Friedenau, Juli 1911. 

E. Orlicli. 
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Erster Abschnitt. 

Die einwelligen Strome und ihre fandamentalen 

Eigenschaften. 

1. Die Konstanten eines einwelligen Stromes. Die all- 
gemeinen Betrachtungen über die mathematische Darstellung perio- 
discher Größen, welche im folgenden gegeben werden, beziehen 
sich in gleicher Weise auf Wechselströme und Wechselspan- 
nungen. Wenn also dabei der Einfachheit halber lediglich von 
Wechselströmen die Rede ist, so gelten die gewonnenen Resul- 
tate sinngemäß auch ££Lr Wechsel Spannungen und umgekehrt. 

Die strenge allgemeine Definition eines Wechselstromes 
wollen wir auf spftter verschieben (vgl. S. 25) und uns zunächst 
darauf beschränken, eine besonders einfache Gattung von Wechsel- 
strömen zu betrachten, nämlich diejenigen, die sich durch die ein- 
fachste periodische Funktion, die es gibt, die Sinusfunktion, dar- 
stellen lassen. Ein solcher Wechselstrom wird einwelliger oder 
Sinusstrom genannt und durch die Gleichung 

(1) i = i^ sin ((0^ + 9) 

dargestellt. Darin bedeutet 

t die Zeit, 

i den sogenannten Augenblickswert des Stromes für die ein- 
zelnen Zeitpunkte, 

i^, (0, (p Eonstante, deren Bedeutung zu erörtern ist. 

Da der Sinus eine Funktion ist, die zwischen den Grenzwerten 
-|- 1 und — 1 liegt, so bedeutet i^ die Höchstwerte des Wechsel- 
stromes, zwischen denen er in der einen und anderen Richtung 
hin- und herschwankt (Fig. 1). 

Ist weiter T die Dauer einer Periode des Stromes, so muß i 
ungeändert bleiben, wenn in (l) die Zeit t um T wächst, d. h. 
es muß 

(2) G)T^2n 
der Periode der Sinusfunktion sein. 

Orlieh: die Theorie der Wechselströme. 1 
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2 I. Die einwelligen Ströme und ihre fnndamentalen Eigenschaften. 

Statt der Perioden da u er eines Wechselstromes wird in der 
Technik häufiger die Zahl v der Perioden in der Sekunde benutzt; 
sie wird die Frequenz genannt und hängt mit der Perioden- 
dauer T durch die Gleichung zusammen: 

(3) vT=l. 

Am verbreitetsten ist in der Starkstromtechnik die Frequenz 50, 
Motoren für Bahnzwecke pflegen mit Wechselstrom der Frequenz 15 

oder 25 betrieben zu wer- 
^ ^^'^ den; in der Telephonie hat 

man es mit höheren Fre- 
quenzen bis zu 5000 zu 
tun, in der drahtlosen Te- 
legraphie mit Frequenzen 
von einigen Hunderttau- 
send. 

• Die Konstante oo wird 
die Kreisfrequenz ge- 
nannt; sie hat nach Glei- 
chung (2) die Bedeutung 




Pig. 1. 



(4) 



CD ' 



2« - 

= -j7 = 27rv 



und ist gleich der konstanten Winkelgeschwindigkeit eines Vektors, 
der sich vmal in der Sekunde um einen Punkt dreht. 

Durch die Konstante (p wird der Anfangspunkt der Zeit fest- 
gelegt; zur Zeit 

^ = — -?- «— -^. 2 
<D 27r 

wird nach Gleichung (l) der Strom Null, und zwar geht er dabei 
aus der negativen in die positive Richtung über (Fig. l). 

tp pflegt man die Werte von bis 2% oder auch von — % bis 
+ « zu geben; man spricht daher auch von positiven und nega- 
tiven Phasenwinkeln. 

Solange man es nur mit einem einzigen Strome zu tun hat, ist 
es gleichgültig, welchen Wert man der „Phase" tp erteilt; betrachtet 
man aber gleichzeitig zwei Ströme, so wird durch diese Konstante 
die gegenseitige Lage der beiden Stromkurven zueinander be- 
stimmt. Hat z. B. der zweite Strom die Gleichung 

(5) i = i^sincö^ 
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Die Summe einwelliger Ströme. 



so erreicht der Strom (l) offenbar um g^/o Sekunden früher den 
Wert i = als der Strom (6). Wir sagen, Strom (l) ist gegen 
Strom (5) in der Phase um den Winkel (p nach vorwärts ver- 
schoben; d. h. positive Winkel (p bedeuten eine Phasenverschie- 
bung nach vorwärts, negative nach rückwärts. 

2. Zwei charakteristische Eigenschaften einwelliger 
Ströme. Wir gehen dazu über, zwei wichtige und charakteristische 
Sätze fcir Sinusströme abzuleiten: 

a) Die Summe von beliebig vielen Sinusströmen gleicher Fre- 
quenz ist wieder ein Sinusstrom der gleichen Frequenz. 

Seien nämlich: 

(1) a = a^ sin (w^ + a) 

(2) 6 = &„sm{«< + ^) 

zwei beliebige Sinus ströme, so ist ihre Summe darstellbar durch 

(3) c^a + b^c^ sin {mt + y). 

c^ und y findet man folgendermaßen: da Gleichung (3) für jeden 
Zeitpunkt gültig ist, so können wir nacheinander setzen o)^<=0 

und — ; das ergibt die Gleichungen: 

c^smy^a^sma + b^amß 

c^cos y = a^cos a + h^cosß 
und daraus durch Quadrieren und Addieren: 

(5) (^m--al + bl+2a^h^cos{a^ß) 
und durch Division der beiden Gleichungen (4) 

(6) tgy = ?=i^!^^^^i42L«££. 
^ ^ ^ ' a^n cos a -\- bm cos ß 

Beim Wurzelziehen in Gleichung (5) gibt man c^ am besten 
das positive Zeichen; y ist dann folgendermaßen zu wählen: 

Zähler und Nenner in (6) positiv, 0<y<-r-, 
« „ », » (6) negativ, n<y< — , 

Zähler positiv, Nenner negativ v< y ^^ ^ i 

Q w 

„ negativ, „ positiv — <y<27r. 
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4 L Die ein welligen Ströme und ihre fundamentalen Eigenschaften. 

Da nun nach Gl. (3) die Summe zweier Sinusströme wieder 
ein Sinusstrom ist, so gilt dasselbe für die Summe beliebig vieler 
Sinusströme. Das hat physikalisch die Bedeutung, daß, wenn 
mehrere Leitungen, die von Sinusströmen durchflössen werden, sich 
in einem Knotenpunkt vereinigen, der resultierende Strom ebenfalls 
ein Sinusstrom sein muß oder, wenn ein Leiterkreis sich aus den 
Stücken ?j , ^2» • • • ^n zusammensetzt und v^^ «'ai • • • ^„ diö sinusför- 
migen Teilspannungen an diesen Stücken bedeuten, auch die Ge- 
samtspannung ^= ^t7j. sinusförmig ist. 

Wir geben eine wichtige Anwendung dieses Satzes. Wir setzen 
zur Abkürzung: 

(7) s(t)==i^ sin {o>t + g>) 

und bilden die Funktion: 

(8) y>(t) = s{t) + s{t+^) + s{t+^-^)+...+s{t+^J^^^), 

wo T die Periodendauer und n eine ganze Zahl sein soll, dann 
muß nach dem obigen Satze (p({) wiederum ein Sinusstrom von 
derselben Frequenz wie 5 (^) sein, d.h. (p{t)^p^sin(G)t-{-ifj)', 

T 
setzt man aber in die Gleichung (8) t-\ an Stelle von T, so 

erhält man 

H<+f)-K'+f)+'{'+")+-+K'+*=^0+'('+n 

und da s(t+ T) = s(t) ist, so folgt: 

(9) v{t+^)-<pit), 

danach müßte die Sinusfunktion g? (t) die Periode T/n haben; das 
ist nicht möglich; also ist jp^ ==« und 

(10) g>(t) = 0. 

Dieser Satz ist wichtig für die Mehrphasenstromsysteme (vgl. 
S. 70 ff.): Fließen in w Leitungen n Ströme von gleicher Amplitude, 
aber verschiedener Phase und zwar derartig, daß die Phasendifferenz 
zwischen zwei Strömen in zwei aufeinander folgenden Leitungen 
stets die gleiche T/n ist, so können sämtliche Leitungen in einem 
Knotenpunkt zusammenstoßen. Oder: denkt man sich ein aus 
Leiterstücken zusammengesetztes, geschlossenes nEck, so können 
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Diffeientiation n. Integration eines Sinusstromes. 5 

zwischen je zwei aufeinander folgenden Ecken Sinusspannungen von 
gleicher Größe bestehen, wenn die Phase zweier aufeinander fol- 
gender Spannungen immer um denselben Beti-ag Tjn verschoben ist. 
b) Der zweite für Sinusströme charakteristische Satz besteht 
darin, daß die Differentiation oder Integration eines Sinusstromes 
wiederum eine Sinusform ergibt. Denn aus: 

(11) ^ = ^^sin (oöf + gp) 

folgt: 

(^^) Tt ^ ^^^ ^'"^ (<ot + (p + y) 

(13) Jidt = '^ sin (g)^ + (p - -J) 

d. h. der Höchstwert von j- wächst proportional mit der Fre- 
quenz des Stromes, der Höchstwert von jidt nimmt umgekehrt 
proportional mit der Frequenz ab; die Phase von di/dt ist gegen 
diejenige von i um 90^ nach vorwärts, die Phase von jidt um 
90 ^^ nach rückwärts verschoben. 

Der zeitliche Differentialquotient und das Integral von Wechsel- 
strömen ist namentlich deswegen von Wichtigkeit, weil die physi- 
kalischen Eigenschaften von Spulen und von Kondensatoren auf 
diese Operationen führen. 

Wir behandeln das einfache Beispiel, daß ein Sinusstrom 
t«=i^ sinw^ durch eine Spule vom Widerstand r und dem Selbst- 
induktionskoeffizienten 2/ fließt; dann ist bekanntlich die Klemmen- 
spannung V an den Enden der Spule gegeben durch die Gleichung 

(14) v = ir + L-^^, 
folglich ist: 

(15) V = i^ (r sin üot + Lod cos oq^) = t;^ sin (cot + (p). 

Nach Gleichung (5) auf Seite 3 wird also der Höchstwert 
der Spannung 



.2T2 



(16) ^m-LV^^ 

und der Phasenwinkel g?, um welchen die Spannung gegen den 
Strom nach vorwärts verschoben ist, wird nach Gleichung (6) 
(S. 3) berechnet aus: 

(17) tg<p = "^- 
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6 I. Die einwelligen Ströme und ihre fundamentalen Eigenschaften. 

3. Die Mittelwerte einwelliger Ströme. Bisher ist nur 
Yon Augenblickswerten und Höchstwerten der Ströme die Bede 
gewesen; nun bietet es ziemliche Schwierigkeiten, bei der Kürze 
der Periodendauer der technischen Wechselströme die einzelnen 
Augenblickswerte messend zu verfolgen; auch die Messung der 
Höchstwerte ist nicht einfach. In der Regel begnügt man sich 
damit, gewisse Mittelwerte zu messen, weil dies verhältnismäßig 
leicht ausführbar ist und für die meisten Zwecke der Praxis ge- 
nügt. 

Wir wollen daher zunächst eine allgemeine Definition der 
Mittelwerte geben. Sei z = f{() irgendeine periodische Funktion 
der Zeit, so teilen wir ausgehend von einer beliebigen Zeit t^ eine 
Periode von der Dauer T in n gleiche Teile und nennen 6 t das 
so entstehende Zeitteilchen, so daß nSt ^ T ist. 

Wir bilden nunmehr den arithmetischen Mittelwert aller 
Werte z^ welche zu diesen Teilpunkten gehören, 

und gehen für unendlich groß werdendes n zur Grenze über; die 
so entstehende Größe nennen wir kurz den Mittelwert ton z (ge- 
nommen über eine Periodendauer) und bezeichnen ihn mit M{z). 
Demnach ist also definitionsgemäß 

h + T 

(1) M{z) = ^^Jzdt, 

h 

Nun ist aber: 

h + T ti T <i + r 

/—/+/+/■• 

*i r 

setzt man im letzten Integral f + T an die Stelle von ^, so wird 

h 
es zu J{(t + T)di, und da f{t + T)^f{i) ist, so fällt es gegen 



das erste weg, und wir erhalten 

T 

M(z)^^Jzdt, 



d. h. die Größe des Mittelwertes ist von der Wahl des Anfangs- 
punktes der Zeit bei der Integration unabhängig. 
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Die Mittelwerte einwelliger Ströme. 



Bilden wir nun den Mittelwert über einen Sinusstrom 
i = i^sin(a)^ + a), 
so ergibt eine einfache Integration 

(2) Jlf(i)=0. 

Dieser Satz ist meßtechnisch von Wichtigkeit. Wird nftmlich 
ein Wechselstrom durch ein Galvanometer (sei es Nadelgalvano- 
meter, sei es Drehspulgalvanometer) geschickt, so ist in jedem 
Augenblick die Eraftwirkang auf das bewegliche System des Gal- 
vanometers propoiiional dem Produkt aus der Stromstärke i, 
welche das Galvanometer durchfließt, und einem konstanten Ma- 
gnetfeld ^. Wenn das bewegliche System zu träge ist, als daß es 
der rasch wechselnden Kraft ^i folgen kann, so ist die resul- 
tierende Ablenkung proportional dem Mittelwert von ^i. 

Da nun M(Qi) ^ ^M({)^ 

ist, so vermag ein Sinusstrom bei hinreichend hoher Frequenz 
desselben das bewegliche System eines Galvanometers nicht ab- 
zulenken. 

Wir wollen andrerseits den Mittelwert über die Stromquadrate 
bilden. Es ist 

i^^im^sm\o}t + g)) « — i^a - — e^^cos 2 (mt + gp). 

Folglich, da der Mittelwert über das zweite Glied der rechten 
Seite verschwindet: 

(3) ^(iO=yC- 

Der quadratische Mittelwert ist von Bedeutung, weil er ver- 
hältnismäßig leicht der Messung zugänglich ist. Eitzdrahtapparate, 
Dynamometer und Elektrometer in idiostatischer Schaltung werden 
vom Quadrat des Stromes bzw. der Spannung beeinflußt. Man 
hat daher auch eine besondere Bezeichnung eingeführt: 

(4) j^yM(f), v=^YW(?) 

wird der Effektiv wert ^) des Stromes i und der Spannung v ge- 

1) Um EflFektivwerte und Augenblickswerte sofort äußerlich als 
solche zu kennzeichnen, werden Effektivwerte durchweg mit großen 
lateinischen, Augenblickswerte mit kleinen lateinischen Buchstaben 
bezeichnet. Höchstwerte sind auch Augenblickswerte und als solche 
durch kleine Buchstaben dargestellt. 
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8 I. Die einwelligen Ströme und ihre fundamentalen Eigenschaften. 

nannt. Wird in der Praxis von der Wechselstromstärke oder Wechsel- 
spannung schlechtweg gesprochen, so ist in der Begel der Effektiv- 
wert gemeint. Ist r ein beliebiger Widerstand, so ist der Mittel- 
wert der in demselben entwickelten Jouleschen Wärme 

(5) M(i^r) = /V. 

Man kann also sagen: ein Gleichstrom, welcher in einem 
Widerstände r dieselbe Wärme entwickelt wie ein Wechselstrom, 
ist seiner Größe nach gleich dem Effektivwert des Wechselstromes. 

Wii' wollen weiter den Mittelwert über zwei verschiedene 
Ströme der gleichen Frequenz bilden: 

(6) a = a^ sin (cat + a) 

(7) h ^h^sm (a>t + ß), 
folglich 

ah^Y «m^m (cos(a — ß) — cos{2o}t + a + ß)), 

und da der Mittelwert des zweiten Gliedes der rechten Seite ver- 
schwindet: 

(8) af(a6)-.|a„6„cos(«-^). 

Sind Ä und B die Effektivwerte von a und 6, so wird nach (3) 

(9) M(ah) = AB cos (a - /S). 

Der Mittelwert M{ali) ist von Interesse, weil er von (a — /3) 
der Phasenverschiebung der beiden Ströme a und h abhängig ist. 
Sind a und h gleichphasig (a = /3), so ist der Mittelwert 

(10) M{al) = AB 

seinem größten Wert, den er beim Verschieben der beiden Ströme 
a und h gegeneinander erhalten kann, nämlich gleich dem Pro- 
dukt der beiden Effektivwerte. Beträgt dagegen die Phasenver- 
schiebung 90®, so ist 

(11) M{ah)^0 

auch wenn A und B von Null verschieden sind. 

Schickt man in einem Dynamometer den Strom a durch die 
feste, den Strom Z> durch die bewegliche Spule, so ist der Aus- 
schlag proportional M(ab), Man hat also auf diesem Wege die 
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Der Mittelwert über zwei SinuBBtröme. 9 

Möglichkeit, durch Messung von M(ah)^ von A und B die Phasen- 
verschiebung zwischen a und h zu messen. Da aber 

cos(a — • jS) = cos(jS — a) 

ist, so erhält man durch diese Methode nicht ohne weiteres auch 
das Zeichen des Phasenverschiebungswinkels, d. h. man weiß nicht, 
welcher der Ströme dem andern in der Phase nachfolgt.^) 

Die Formel (9) ist auch brauchbar, um daraus die Messung 
einer Wechselstromleistung abzuleiten; bedeutet nftmlich a eine 
Wechselspannung, h den von dieser Spannung in einem Leiter- 
gebilde erzeugten Wechselstrom, so ist a2> der Augenblicks wert der 
Leistung. Von praktischem Interesse ist nur der zeitliche Mittel- 
wert der Leistung, der durch Gleichung (9) gegeben ist und z. B. 
durch ein dynamometrisches oder elektrometrisches Wattmeter an- 
gezeigt wird. Man gelangt also zu dem wichtigen Ergebnis, daß 
ein Wechselstrom im Mittel keine Arbeit leistet, obwohl Effektiv- 
werte von Strom und Spannung von Null verschieden sind, sobald 
die Phasenverschiebung von Strom und Spannung 90® betragt 
(61. 11). Sind sie dagegen in Phase (a = /3), so ist die mittlere 
Leistung gleich dem Produkt der Ejffektivwerte von Strom und 
Spannung (61. 10). Letzterer Fall ist praktisch herstellbar, indem 
eine Spannung durch einen induktionslosen Widerstand geschlossen 
wird. 

Wir wollen noch den Mittelwert über das Produkt von zwei 
Siousströmen von verschieden großer Frequenz betrachten. 
Seien 

(12) a =^ a^ sin (wj^ + a) 

(13) h^h^sm{to,t + ß) 

die Ströme, wo also 

a)i=27c/Ti, w^^27t/T^ 
zu setzen ist. 

Von einem Mittelwert von ah kann dann, streng genommen, 
immer nur die Bede sein, wenn die Schwingungsdauem der beiden 
Ströme kommensurabel sind, wenn sich also zwei ganze Zahlen 
Jc^ , Jc^ so finden lassen, daß k^ Perioden des Stromes a ebenso lange 
dauern als k^ Perioden des Stromes 6. 



1) ErBt durch gewisse Kunstgriffe wird eine Entscheidung darüber 
möglich. 
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10 I. Die einwelligen Ströme und ihre fundamentalen Eigenschaften. 
Setzt man: 

so ist also der Mittelwert von ah über T Sekunden zu bilden, 
d. i. die kleinste gemeinschaftliche Periode von (12) und (13). 
Wird wieder cd =» 2it/T gesetzt, so ist also 

Mit einer fär die Praxis genügend großen Genauigkeit lassen 
sich natürlich stets zwei solche Zahlen \^ k^ angeben. Nun ist: 

(U) ^^^^ «m&m[cOs((*l - *2)0>^ + ^ - ß) 

-.C08(iik, + k^)a)t + a + ß)], 
folglich der Mittelwert über die Periodendauer T 
(15) M^{ab)^0, 

Daraus ergibt sich also, daß, wenn die Sinusströme in der 
festen und beweglichen Spule eines Dynamometers verschiedene 
Frequenz haben, eine Ablenkung nicht zustande kommen kann. 

Dieser Satz kann eine scheinbare Ausnahme erfahren. Wie 
nämlich die Formel (14) zeigt, besteht ah aus zwei übereinander- 
gelagerten Wellen, von denen die eine die Schwingungsdauer 
Ti TJ(T^ — Ti), die andere die Schwingungsdauer T^ 1\/{T^+J\) 
hat. Wenn nun T^ und T^ sich nur sehr wenig voneinander 
unterscheiden, so kann die Schwingungsdauer der ersten dieser 
beiden Sinuswellen so groß werden, daß das Dynamometer nicht 
mehr den Mittelwert anzeigt, sondern den Augenblickswerten dieser 
Welle folgt. Die Skale des Dynamometers mag zu beiden Seiten 
des Nullstriches geteilt sein, so daß es nach beiden Seiten aus- 
schlagen kann, dann wird sich der Zeiger zwischen zwei symme- 
trisch zum Nullstrich liegenden Endstellungen allmählich hin- und 
herbewegen. 

Man kann diese Erscheinung benutzen, um die Phasenver- 
schiebung zwischen zwei Strömen gleicher Frequenz zu messen. 
Seien 

a ^ a^sm(G)^t + a), a'== a^'8ia((o^t + a) 

diese Ströme; wir schalten in jeden der Ströme a imd a' die 
Hauptstromspulen je eines Wattmeters Q und Q' (Fig. 2) und 
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Schwebungen zweier Ströme. 



11 



schicken durch die hintereinander geschalteten Spannungsspulen 
aus einer Hilfsenergiequelle M einen Wechselstrom 
fe =- fc^sin(a}j< + /S), 

dessen Frequenz nur sehr wenig von derjenigen von a und a ab- 
weicht, im übrigen aber beliebig ist. Dann sind die Zeiger- 
bewegungen der beiden Wattmeter proportional: 

cos((a)i — (Og)^ + a — jS) bzw. cos((a)i — Oj)^ -}- a' — ß). 

Wir beobachten mit einer Stoppuhr die Zeit Tj, um die der 
Zeiger des Wattmeters Q' später in derselben Eichtung durch den 
Nullpunkt geht als derjenige des Wattmeters (?, so ist offenbar 




Fig. 2. Fig. 3. 

Weiter beobachtet man die Zeit Tq, die zwischen zwei Durch- 
gängen durch die Nullstellung bei einem und demselben Watt- 

meter vergeht, so ist: r^^ — — — , folglich 



(16) 



a — a = 2%-^' 



Diese Methode, eine Phasenverschiebung zu messen, gibt im 
Gegensatz zu der früher besprochenen nicht nur die Größe, sondern 
auch das Zeichen der Phasenverschiebung.^) 

4. Die geometrisohe Darstellung einwelliger Ströme. 
Denkt man sich eine Strecke OF = i^ (Fig. 3) um den Punkt 

1) Man muß dabei allerdings die Klemmen der Wattmeter richtig 
anschließen ; ferner muß bekannt sein, welche der Frequenzen to^ und 
00, die größere ist; in obigem Beispiel ist oo^ >> oo, angenommen. 
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12 I. Die einwelligen Ströme und ihre fundamentalen Eigenschaften. 

mit der Winkelgeschwindigkeit © rotierend, so ist die von P auf 
die Anfangslage OA des rotierenden Eadins gefällte Senkrechte 

(1) Pö = ^mSinco<. 

Kotiert eine zweite Linie OJP^ = i^ mit der gleichen Geschwindig- 
keit, so bildet sie mit OF einen konstanten Winkel y und die 
Senkrechte von P' auf OA wird: 

(2) i^«'-C8m(«,< + y). 

Man kann somit die beiden unter dem Winkel y sich schneidenden 
Graden OP und OP' als die Repräsentanten zweier Ströme an- 
sehen, welche durch die Gleichungen (l) und (2) gegeben sind. 
Anstatt nun den Winkel F^OF rotieren zu lassen, können 
wir ihn uns auch ruhend und eine Zeitlinie im entgegengesetzten 
Sinne sich drehend denken. Die Drehungsrichtung der Zeitlinie 
wird gebraucht, um die Phasenfolge der Vektoren zu charakteri- 
sieren. In der Fig. 3 erkennt man aus der Pfeilrichtung für die 
Zeitlinie sofort, daß i^ gegen i^ in der Phase nach vorwärts 
verschoben ist (Phasenwinkel y positiv). Für die Praxis ist es 
nun bequem, statt der Höchstwerte die Effektivwerte zu ver- 
wenden, weil diese gemessen werden; man hat also sämtliche 

Vektoren im Verhältnis 1 : y2 zu verkleinern. 

Bei den geometrischen Darstellungen von Strömen und Strom- 
systemen kommt es nur auf die Länge der Vektoren an, welche 
die Effektiv werte angeben, und die Winkel, welche sie miteinander 
bilden; deshalb kann man in jedem Diagramm jeden Vektor 
parallel mit sich selbst verschieben, oder anders ausgedrückt: es 
ist gleichgültig, von welchen Punkten aus wir die Vektoren ziehen. 

Die folgenden, häufig gebrauchten Sätze sind leicht einzu- 
sehen:^) 

Die Summe zweier Ströme i^ -{■ h"^ h ^^^^ ^ Diagramm 
durch die Diagonale des Parallelogrammes aus % und i^ dargestellt. 
Die Summe aus beliebig vielen Strömen wird also ebenso gebildet, 
wie man die Besultierende aus beliebig vielen Kräften konstruiert. 

Wendet man diesen Satz z. B. auf n Ströme gleicher Größe 
an, von denen zwei aufeinanderfolgende stets um denselben Be- 
trag Tjn verschoben sind, so erkennt man leicht die Richtigkeit 



1) Vgl. auch E. Jahnke, Vorlesungen über die Vektorenrechnung. 
Leipzig, 1906. B. G. Teubner. S. 68—74. 
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Darstellnng der Ströme duich Diagramme. 13 

des oben bewiesenen Satzes (Gl. 10 S. 4), daß die Summe aller 
dieser Ströme Null ist. Das Diagramm der Ströme wird nämlich 
durch ein geschlossenes reguläres n-Eck gebildet. 

Der Vektor, welcher den Differenzialquotienten eines Stromes 

j2 darstellt, wird gefunden, indem man den Strom vektor um 90" 

nach vorwärts verschiebt imd im Verhältnis © : 1 vergrößert. 

Das Zeitintegral über einen Strom fidt wird dargestellt 
durch einen um 90® zurückgedrehten Vektor, der im Verhältnis 
1 : OD geteilt ist (vgl. S. 5). 

Beispiel 1: Eine Spannung v wird durch eine Spule vom 
Widerstand r und der Induktivität L geschlossen. Ist i der zu- 

di 
stände kommende Strom, so ist: v ==^ir + L-jr* Also setzt sich 

ein Vektor von der Größe Jr (Fig. 4) und ein zweiter 
von der Größe JcnL, der um 90® gegen Jr nach vor- 
wärts verschoben ist, zur Resultierenden V zusammen. 
In die Richtung von Jr fällt auch der Stromvektor 
selber. / J^^ 

Für den Phasenwinkel <p zwischen V und J 
folgt aus der Figur 

(3) ^^9> = JfoLjJr =• cöi/r , 

und zwar ist der Strom gegen die Spannung um den Winkel (p 
verzögert. Weiter ist: 

(4) F« =- J\r^ + io^l?). 

Beispiel 2: Der Lufttransformator. ^) 

Eine Selbstinduktionsspule vom Widerstand r^ imd der In- 
duktivität Xj induziere auf eine zweite Spule, die durch einen 
Widerstand geschlossen sei. Sei M die Gegeninduktivität, r^ und 
Xg Widerstand und Selbstinduktion des sekundären Kreises, so 
gelten bekanntlich folgende Gleichungen: 

(5) , = ,-^,^+i^^ + jlf^ 

1) Eine eingehendere Darstellimg des Transformatorendiagrammes 
ß. bei F. Emde. Die Arbeitsweise der Wechselstrommaschinen. 
J. Springer. Berlin X902. 
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14 I Die einwelligen Ströme und ihre fandamentalen Eigenschaften. 

(v Spannung an der primären Spule, i^ primärer Strom, 
«2 sekundärer Strom). 
Um dieses System graphisch darzustellen, gehen wir von Gleichung (6) 
Man macht OÄ (Fig. 5) =» e/^gr^ und trägt auf einer Senk- 



aus. 



rechten in positiver Drehrichtung OB ^ J^ioL^ ab; die Resul- 
tierende OC aus OA und OB ist dann nach Gleichung (6) 
— J^cdM. Dreht man den Vektor OC um 90® nach vorwärts, 
so kommt man in die Richtung, in der J^ 
dargestellt werden muß. Man trägt daher 
in dieser Richtung OD ^J^r^ und in einer, 
die um 90® gegen OD nach vorwärts ver- 
schoben ist, OE =^ J^üüL^ auf. Die Resul- 
tierende OF aus OD und OE ist nach 
Gleichung (5) mit J"© «e^jcojf zusanmien- 
zusetzen zu 06r = F. Dabei muß EG senk- 
recht auf OA stehen, d. h. parallel zu OB 
verlaufen. 

Wäre keine sekundäre Spule vorhanden, 
so wäre O^die Betriebsspannung Y^-^FOD 
die Phasenverschiebimg zwischen Y und Z^; 
durch Hinzufügen der sekundären Spule wird 
dieser Winkel auf GOD verkleinert. 

In dem auch praktisch wichtigen Fall, 
daß man r^ vernachlässigen kann, wird das 
Diagramm wesentlich vereinfacht. Wir ver- 
schieben in diesem Fall das Dreieck OBC 
parallel mit sich selbst in den Punkt F und 
nehmen weiter die folgenden Verände- 
Fig. 5. rungen vor. 

a) Wir drehen den Vektor 7 um 90® 
nach vorwärts; das hat zur Folge, daß nicht mehr die Richtungen 
von OD und OA (Fig. 5), sondern die von CO und OB die Phasen 
von /j und Jj darstellen. 

b) Wir verkleinem alle die Ströme J^ und J^ enthaltenden 
Vektoren im Verhältnis 1 : coZr.. 




Auf diese Weise entsteht die Figur 6, 


in welcher 


OF- 


= h 


FQ^ 


J ^ 


GO- 


_V_ 
taLi 




FG^ 




FB = 


rA 

•^'L, 
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sind. OF und FQ sind die Phasemichtungen von J^ und J^j 
eine Senkrechte zm OH (d. h. Richtung FF') diejenige von Y. 
Wir ziehen FE und GG' parallel zu BC^ dann ist: 

FG':FO^FG:FB oder 

Man bezeichnet 

(7) - «■ 



<r=.l 



als den Streukoeffizienten. Also ist: 

FG' ^ J,(l - a) G'O'-'J^a. 



Ferner 



HG 



HGiGO^FG'iG'O oder 
« — und OH = — ^: 




7ig. 6. 



Läßt man die Primftrspannung V und die Induk- 
tionskoeffizienten Xj Xj und Mj folglich auch a kon- 
stant, während man r^ allmählich ändert, so bleiben 
auch OG und IT konstant, d. h. der Punkt F be- 
wegt sich in einem Halbkreis über GH. Zieht man noch FFJ_ OHy 
so ist ^ OFF' der Phaseuwinkel zwischen V und J"i, *^ GFF^ 
derjenige zwischen V und /j* ^^^^ ^^'^ ^2 ^^^ ^^ ^^ ^^^^ ^ 
nehmen, so wandert F auf dem Halbkreis von G bis H, 

OG wird der Primärstrom J^ bei geöffnetem Sekundärstrom, 
d. h. 

(8) J,^V/a>L,, 

OH der Kurzschlußstrom Jj^y d. h. der primäre Strom bei voll- 
kommen kurzgeschlossenem Sekundärkreis. Folglich ist: 

(9) T ^J^^Jl^^ 



* (oLi a 



Aus 61. (8) und (9) ergibt sich die Wichtigkeit des sog. Leer- 
laufs- und Kurzschlußversuches für die Messung der Streuung. 

5. Die symbolisohe Darstellung einwelliger Ströme» 
Die Darstellung von Wechselstromgrößen durch Diagramme läßt 
sich auch in ein analytisches Gewand kleiden. Wir wollen Vek- 
toren, wie üblich, durch große deutsche Buchstaben bezeichnea 
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16 !• Die einwelligen Ströme und ihre fondamentalen Eigenschaften. 

und untersuchen, nach welchen Begeln man mit derartig bezeich- 
neten Vektoren zu rechnen hat.^) Sei also 3 der Vektor, welcher 
den Strom vom Effektivwert / darstellt. Wir führen folgende 
neue Bezeichnungsweise ein: Wird der Vektor 3 um 90® nach 
vorwärts gedreht, so sei er durch ^'3 bezeichnet, wo also j ein 
Operationszeichen bedeutet, das eine Drehung um 90® nach vor- 
wärts andeutet. Nach einer weiteren Drehung um 90® ist danach 
der so entstehende Vektor mit ^(^3) ^^ bezeichnen; dieser Vektor 
ist aber auch mit — 3 ^^ bezeichnen, da er in die entgegen- 
gesetzte Richtung von 3 ^^t. Wenn man nun das Operations- 
zeichen j wie einen Faktor behandelt, dann muB man setzen: 

(1) /--i i=y=^T: 

Durch diese Festsetzungen wird es möglich, jeden beliebigen 
Vektor SS durch einen anderen 3 analytisch auszudrücken. Dazu 
verschiebt man beide parallel sich selbst in 
^f denselben Anfangspunkt und projiziert SS auf 
die beiden Vektoren 3 iind j3 (^ig- 7). 

Sind die Projektionen OA und OB a bzw. 
h mal so lang als der Effektivwert von 3> wo 
also a und h reelle Zahlen bedeuten, so ist 

Fig. 7. Vektor OA mit a^\ Vektor OB mit 6j3 zu 

bezeichnen, und 

(2) S = a3 + &i3 = (« + 2^i)3- 

D. h., ein Vektor SS entsteht aus einem andern 3 durch Multi- 
plizieren mit einer komplexen Zahl. Die Komponenten a imd h 
der komplexen Zahl sind für die Berechnung der Effektivwerte 
und der Phasenverschiebung <p zwischen SS imd 3 wichtig. Es ist 

OC*=OA*+OB*, 
und da die Längen der Vektoren den Effektirwerten gleich sind: 

(3) y« = (a» + fe«)J«; 

femer: 

(A\ t- OB hJ b 

(4) *g9'=a4 = s-j-= «• 



1) Vgl. hierzu auch E. Jahnke, a. a. 0. 
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Symbolische Darstellung von Wechselströmen. 17 

Aus (2) und (4) ergibt sich folgende praktische Regel für die Be- 
rechnung der Phasenverschiebung zwischen zwei Vektoren: man 
bilde den Quotienten S3/2i und zerlege diesen in den reellen Teil a 
und den rein imaginären hjj dann berechnet man die Phasenver- 
schiebung aus Gleichung (4). 

Setzt man: 
(5) r^=^a^ + 5^ 

so wird die Länge 




(6) 0(7 = Ya^J^ + 6V^ ^rJ=^V', 
femer cos g> =^ — , sin 9> = ^ — , also 

(7) a + 6 j = r(cos tp +^*sin (p) = re^^ 
und 

(8) gS«(a + 6j)3«r3e<P>. 

Der Vektor r^e^^ wird also aus Vektor 3 dadurch abgeleitet, 
daß man letzteren auf die r fache Länge bringt und um den 
Winkel g> nach vorwärts dreht. 

Es soll nunmehr untersucht werden, wie 
groß der üifferentialquotient eines Vektors nach 
der Zeit wird. In der Zeit dt dreht sich ein 
Vektor 3^ (Fig. 8) um den Winkel cadt und ge- 
langt dadurch in die Lage ^t+dt- folglich ist ^ ^ 
nach den Regeln der Vektoraddition 

3.+.^/ = a + (Vektor ^^). 

Nun ist die Länge von AB gleich Jmdt, und da er auf 3^ senk- 
recht steht, so ist zu setzen 

Vektor AB ^^jco^dt. 

Daraus ergibt sich der Satz: 

imd durch Umkehrung 

(10) /3,,= 3^_.^. 

Dieser Satz ist deshalb wichtig, weil durch ihn in 

Orlioh: die Theorie der Wechselströme. 2 
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18 I. Die einwelligen Ströme und ihre fundamentalen Eigenschaften. 

den Differentialgleichungen die Differentialquotienten 
nach der Zeit verschwinden. 

Wir wollen ihn zunächst auf einen Kondensator und eine In- 
duktionsspule anwenden. Der Ladestrom ^ eines Kondensators 
von der Kapazität C ist, wenn fß die Kondensatorspannung ist: 

3^0^ oder nach (9) 

(11) 3=i«^S. 

Andrerseits gilt für eine Selbstinduktionsspule, welche von der 
Spannung SS erregt wird und vom Strom 3 durchflössen wird, die 
Gleichung: jcv 

S = 3r + i ^ oder nach (9) 

(12) S = 3(r+i«i). 

Man sieht, durch Anwendung der symbolischen Methode erhalten 
die beiden Gleichungen (ll) und (12) die Form des Ohmschen 
Gesetzes.^) An die Stelle des Widerstandes tritt in der »sten 
Gleichung die Größe 1/jodCj in der zweiten r+jcoX. 

Diese Größen werden allgemein Widerstandsoperatoren 
genannt. Man gelangt also zu folgenden Ilegeln über die Rech- 
nung mit der symbolischen Methode: 

Der Quotient aus Spannung und Strom in symbolischer Dar^ 
Stellung ist eine komplexe Größe und wird Widerstandsoperator 
genannt. 

Der Widerstandsoperator eines induktionsfreien Ohmischen 
Widerstandes ist gleich dem Widerstand selbst; 

der Widerstandsoperator einer Selbstinduktion L ist ^'wX; 

der Widerstandsoperator einer Kapazität C ist l/jcD C'^—j/co C. 

Daraus ergibt sich weiter: 

Haben die in Beihe geschalteten Teile eines Stromkreises die 
Operatoren Ji , ig, • . . J„, so ist der Operator des Gesamtkreises 2^}^. 

Sind n Zweige, deren Operatoren gleich JuJsj •••?»» ^^^^» 
einander parallel geschaltet, so wird der Widerstandsoperator } 
der Gesamtverzweigung aus der Gleichung 

berechnet. 



1) Vgl. E. Jahnke a. a. 0. S. 68—71. 
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Widerstandsoperatoren. 19 

Als Anwendung wählen wir wiederum den Transformator. 
Die Gleichungen (5) und (6) auf S. 13 in symbolischer Form ge- 
schrieben, ergeben 

(13) 35 - 3i(ri +icoXi) + %ja>M, 

(14) = 3,(ra +JG>L^) + ^JioM. 

Aus der zweiten Gleichung folgt sofort Phasenverschiebung d 
und Stärkeverhältnis von primärem und sekundärem Strom. 
Es ist nämlich 



folglich 

(15) 

und 


3i_»-.+J<»>i, ^i, . r, 
3, j(oM M •'et} 


(16) 





Eliminiert man 3^ aus (13) und (14), so ergibt sich, wenn 
man setzt 



«1 = 3i (^1 + r,N^ +XA - ^2^^). 
d. h. der sekundäre Kreis hat dieselbe Wirkung, als wenn der 
Widerstand der primären Spule um rg^* vergrößert und ihre 
Selbstinduktion um ig-^* verkleinert worden wäre. Von beson- 
derem Interesse ist der praktisch wichtige Fall, daß man den 
primären Widerstand vernachlässigen kann. Wir setzen also 

ri = 0. 

Berechnet man ^s S'US (14) imd setzt es in (13) ein, so folgt 

Bringt man die Klammer auf einen Nenner und setzt nach 
Gleichung (7) auf S. 15 

Jlf««=XiXj(l-<y), 

so folgt: 

ri7\ SR = cy ig>X^(r,+ia)X,ff) 

2» 
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20 I- ^16 einwelligen Ströme nod ihre fondamentalen Eigenschaften. 



und für die Effektiv werte: 

(18) v'-'rwi'li±^-^. 

Ist der sekundäre Stromkreis geöfl&iet, d.h. r2 = cx), so sei 
der primäre Strom Jq (Leerlaufstrom); folglich 

"^^ toL, 

Denken wir uns andrerseits den sekundären Kreis vollkommen 
kurzgeschlossen, d. h. r3==0, so wird der dem Kurzschluß ent- 
sprechende Primärstrom Jj^ nach (18) 

j L_ 

daher wie in Gleichung (9) des § 4: 

Der Resonanztransformator.^) Wird eine Spule vom 
Widerstand r und der Selbstinduktion L mit einem Kondensator 
von der Kapazität C in Beihe geschaltet, so ist der 
Widerstandsoperator dieser Kombination: 




ßrmmrm 



C 

Fig. 9. 



r+ja>L+j^^r+jco(L-^)' 

Sie verhält sich also genau so, als ob die Selbst- 
induktion auf A = i jj^ verringert worden wäre. 

Wird 

(20) (i)2i(7==l, 

so ist A«=0; die Kombination verhält sich wie ein reiner Wider- 
stand; man pflegt in diesem Fall von Resonanz zu sprechen. 

Schaltet man in den sekundären Exeis eines Transformators 
die Kapazität C ein (Fig. 9), so gelten nach dem Gesagten für 
diesen wiederum die Gleichungen (13) und (14) mit der Maß- 
gabe, daß an Stelle von L^ zu setzen ist: 

(21) h-L,^^' 

1) 8. Russell, altemating currents. 2, 285 Cambridge, 1906. Seibt, 
ETZ. 1904, S. 276. Benischke, ETZ. 1907, S. 26. 
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Außerdem ist von praktischem Interesse die Größe der Span- 
nung am Kondensator, die aus « 

(22). S, = 3,/;a,C • 

berechnet wird. Auch alle aus (13) und (14) abgeleiteten Glei- 
chungen bleiben, abgesehen von der Yerändeining von L^ in X^, 
genau bestehen. 

Der Streukoeffizient wird scheinbar ein anderer, nftmlich 



cy'=l. 



Jtf« 



L,l, 



^1- 



M* 



^>(^'-Ä)' 



und wenn man wieder nach Gleichung (7) auf S. 5 den wirk- 
lichen-^treukoeffizient a einführt, 

1 



(23) 







Obgleich sich nun an den einzelnen Gleichungen für den Trans- 
formator formell nichts ändert, treten doch beim sog. Besonanz- 
transformator Besonder- 
heiten auf. Dies erkennt 
man am leichtesten aus 
der Gleichung (23). 
Wahrend nämlich der 
wahre Streukoeffizient c 
nur Werte zwischen 
und 1 annehmen kann, 
erkennt man aus (23), daß (t' jeden beliebigen positiven oder nega- 
tiven Wert erhalten kann. Der Wert von a bestimmt aber, wie 
wir bereits wissen, die Lage des Bjreisdiagrammes. Wir erbalten 
also am einfachsten einen allgemeinen Überblick über die Arbeits- 
weise des Resonanztransformators, wenn man für die verschie- 
denen möglichen Werte von a die Kreisdiagramme zeichnet. In 
der folgenden Tabelle sind die verschiedenen Möglichkeiten zu- 



Fig. 10 a. 



Fig. 10 b. 



C 


ff' 


Fig. 


6 

Dnxohxnesser 
GH 




bi« 1/X,cu^ 

l/i,cü» bis i/L^(6^a 

1/L^oßa biB 00 


1 bis -f 00 

-00 bis 
bis a 


Jo bis 
bis -00 

+ 00 bia JJa + 


bis -/o 
-Jo bi» -00 
00 bis Joil-aya 


Fig. 10 a n. b. 
Fig. 10 b, 0, d. 
Fig. 10 d u. e. 
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22 I- Die einwelligen Ströme und ihre fondamentalen Eigenschaften. 

Besonderes Interesse verdienen die in Fig. 10 e und d dar- 
gestellten Fälle. In Fig. 10 c ist <y'«= — 1. Verändert man in 
diesem Falle r^ von cx> bis 0, so bleibt die Stärke des primären 
Stromes konstant, nur seine Phase ändert sich. Man könnte daher 
diese Anordnung bei Eichungen von Apparaten zum Verschieben 





Fig. 10 c. 



Fig. 10 d. 



der Stromphase benutzen. Daß für 0' = — 1 die Stromstärke J^ 
von der Größe der sekundären Belastimg unabhängig wird, folgt 

auch aus Gleichung (18); es ist: 

V^J^foL^. (0' = — 1) 

Fig. 10 d ist von Interesse, weil 
-^ sie die eigentliche Resonanzlage des 
Transformators enthält; für rg = 
wird e/g ^^^ damit Fj unendlich 
groß. Praktisch tritt das natürlich nicht ein, weil r^ und r^ stets 
von Null verschiedene Werte haben. 




Fig. 10 e. 



6. Die Mittelwerte bei der symbolischen Darstellung. 

Zwischen Strömen und Spannungen in einem Stromsystem bestehen 
Gleichungen ; welche sich aus den Strömen und Spannungen und 
ihren Differentialquotienten homogen und linear zusammensetzen. 
Wendet man die symbolische Darstellung an, so erhält man daher 
homogene und lineare Gleichungen aus Spannungen SB und Strö- 
men 3, deren Koeffizienten komplexe Zahlen sind. Daraus 
berechnet man für jeden Vektorquotienten aus SS und S -^.us- 
drücke, die sich lediglich aus komplexen Zahlen mehr oder weniger 
kompliziert zusammensetzen; diese Ausdrücke werden, wie wir 
sahen, nach den gewöhnlichen für komplexe Zahlen geltenden 
Begeln ausgerechnet. 

Produkte von Vektoren treten hier nicht auf; mit Vektor- 
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Die Mittelwerte bei der symbolischen Darstellung. 23 

Produkten hat man es erst zu tun bei Berechnung von Effektiv- 
werten, Leistungen usw. Man hat also bei der symbolischen Dar- 
stellung zu unterscheiden zwischen Produkten aus komplexen Zahlen 
und eigentlichen Vektorprodukten. Wie die letzteren zu berechnen 
sind, soll nunmehr untersucht werden. 

Es wird die Frage aufgeworfen, wie man unter Anwendung 
der symbolischen Methode den Mittelwert aus dem Produkt zweier 
Sinusströme zu berechnen hat. Dieser Mittelwert ist von der Zeit 
unabhängig, ist also kein Vektor mehr, sondern ein Skalar. Wir 
wollen ihn bezeichnen mit: 

(1) (3i X ^2) = ^{h '3) = *^i ^2 cos (f , 

wenn cp die Phasenverschiebung der beiden Ströme ist und J^ , J^ 
ihre Effektivwerte sind. (3^ x ^a) bedeutet also im Sinne der 
Vektorenrechnung das sog. „innere Produkt", und die rechte Seite 
der Gleichung (1) gibt die Definition, wie es zu berechnen ist. 

Aus der durch Gleichung (l) gegebenen Definition ergeben 
sich unmittelbar die drei Rechnungsregeln: 

(2) 1) (3xS) = ^^ 

(3) 2) (3x^-3) = o, 

denn die Phasenverschiebung zwischen 3 und J3 ist 90^, 

(4) 3) 0■3xi3) = J'^ 

denn die beiden Faktoren dieses Produktes sind gleichphasig und 
von gleicher absoluter Größe. 

Liegt der Vektor ^2 ^ ^^^ Phase um den Winkel q> vor 3ii» 
so bilden die Vektoren gg und y^^^ den Winkel (90 — g?)®. Da- 
her ist: 

(5) (J3i X ^2) «= Ji J% sin (p . 

Andrerseits bilden 3i und jgg den Winkel (90 + g))® mit 
einander, daher ist: 

(SiXi32) = — ^1*^2 sin gp. 
Das ergibt die weitere ßechenregel 

(6) (Sixi3,) {j%x^). 

Aus (1) und (5) ergibt sich: 

(7) öl X Sä)* + O'Si X 3»)' -JUl 
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24 1* 1^16 einwelligen Ströme und ihre fundamentalen Eigenschaften. 
. Häufiger ist ein Produkt der Form (iiSiXiaSa) zu bilden, wo 
komplex sind. Es ergibt sich nach den bisherigen Regeln: 

((«iSi + 6,^3,) X (0,3, + &,j3,)) = 

- {a,a, + 6i6,)(3i x 3,) + (»i«, - «i6,)0'3, x 3,)- 

Nun ist aber, wenn man die } ebenfalls wie Vektoren be- 
handelt: 

(iiX Jj) - «1«» + hh, (h xJh) <hh + hOf 

Folglich: 

/gx (Ji3iXi»3») = (SiXj«)(3ix3») + (Sixi5,)0-3ix3,) 
= (8ixj,)(3ix32) + 0sixj,)(3,xi3,). 

Beispiel. Es ist das auf ein Dynamometer wirkende Dreh- 
moment zu berechnen, wenn der Apparat mit einem Nebenschluß 
gebraucht wird. 

Die Schaltung wird in der Regel so ge- 
'" macht, daß parallel zu einem Widerstand r^, 

-j der die Selbstinduktion L^ besitzen möge, 

' ein Stromkreis abgezweigt wird, welcher die 

^' bewegliche Spule des Dynamometers enthält 

(Fig. 11); Widerstand und Selbstinduktion der Abzweigung seien 
mit rg und L^ bezeichnet. Die feste Spule liegt im unverzweigten 
Strom i. Der Dynamometerausschlag ist also proportional 
^(}h)-&x^2)' Es ist: 

O ^^ Ol r «Oä 

3i(^i + i« A) = 3a(^2 + i«-^«)- 

Die Elimination von 3i ergibt, 

3(ri + J(dL,) = 32 (n + r,+ ML^ + X^)). 
Eine Multiplikation mit 3f t>zw. J3 gi^^- 

J^r, «(3 X 32)(^i + r,) + (3 xJ^M^i + Li) 
j^a>L, ^ -(3 xm{r[ + r,) + (3 x ^.^L, + L,). 
Eliminiert man hieraus (3xi32)> ^^ folgt: 

/gy ^^^. cy >> - *'i (*'i + ^a) + '"'-^i ^^i + ^) r« 
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Das Stromdynamometer. 25 

Dieser Ausdruck wird von L^ und L^ unabhängig, wenn 

ri(ri+rO _ co»X,(X,+X,) 

ist, d. h. wenn 

ist. Auf dieselbe Bedingung wird man geführt, wenn man die 
feste Spule in den Zweig 1 legt. Dies ist also die Bedingung 
dafür, daß das Dynamometer für Gleichstrom und Wechselstrom 
beliebiger Frequenz dieselben Angaben macht. ^) 



Zweiter Abschnitt. 

Die mehrwelllgen Ströme. 

7. Der periodische Strom und der Wechselstrom. Bisher 
ist nur von Strömen die Bede gewesen, welche innerhalb einer Periode 
einen sinusförmigen Verlauf haben. Wir wollen nunmehr zu 
Strömen beliebiger Kurvenform übergehen. Ganz allgemein ist 
unter einem periodischen Strom ein solcher zu verstehen, der 
sich zeitlich beliebig ändert und nur der einen Bedingung unter- 
worfen ist, daß er in irgend zwei Zeitpunkten, die um ein festes 
Intervall T — die Periodendauer — voneinander entfernt liegen, 
gleiche Werte haben soll. Eine Funktion f{i)^ durch welche der 
periodische Strom dargestellt wird, hat also die Bedingung zu 
erfüllen 

(1) i^f{t)^f{t+T) 
und damit auch 
= /•(< + 2T) = /-(f + 3T) -=...=/•(#- T) = /•(#- 2T) ^ 

Ein reiner Wechselstrom hat außerdem noch die zweite 
Bedingung zu erfüllen, daß innerhalb einer Periode die gesamte 
nach einer Richtung durch den Strom transportierte Elektrizitäts- 
menge gleich derjenigen in entgegengesetzter Bichtung ist, oder 



1) Dieser Satz ist bereits von M. Wien (Wied. Ann. 68, 390) abgeleitet 
worden. Neuerdings ist von Bosa (Bull, of the bur. of stand 8, 46, 1907.) 
eine Berechnung für den Fall X, = gegeben. Bosa kommt zu dem 
Schluß, daß in diesem Falle die Ablenkungen des Dynamometers von 
der Selbstinduktion L^ des Zweiges 1 unabhängig sind. Das ist aber 
streng genommen nicht richtig. 
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n. Die mehrwelligen Ströme. 




unter Bücksicht auf das Zeichen der Stromrichtnng: die gesamte 
von einem Wechselstrom in einer Richtung mitgeführte Elek- 
trizitätsmenge ist innerhalb einer Periodendaner Null. Nun ist 
die in der Zeit dt fließende Elektrizitätsmenge idt, wenn i den 
Augenblickswert des Stromes bedeutet. Folglich gilt .f&r einen 
Wechselstrom die Bedingungsgleichung: 

T 

(2) q =^fidt - 0. 



Werden die Zeiten als Abszissen, die Augenblickswerte der 
Ströme als Ordinaten aufgetragen (Fig. 12), so ist: 

(3) q = F,-F„ 

WO JF\ und F^ die Flächeninhalte 
der oberhalb und unterhalb der 
Abszissenachse liegenden von der 
Stromkurve begrenzten Flächen- 
*'^ stücke bedeuten. Bei einem reinen 
Wechselstrom müssen also diese 
beiden Flächenstücke gleichen In- 
halt haben 

F, = F,, 
dagegen brauchen sie nicht einander kongruent zu sein. 

Kehi'en wir noch einmal zu dem allgemeinen periodischen 
Strom zurück, bei ihm hat g == JF\ — JPg ^^^^^ ^^ j^^e Perioden- 
dauer konstanten endlichen Wert, der von dem Anfangswert der 
Periodendauer unabhängig ist (vgl. S. 6). Es fließt innerhalb 
jeder beliebigen Periodendauer dieselbe mittlere Elektrizitätsmenge 
in einer Richtung durch den Draht; setzt man 
(4) q-i^T, 

V70 i konstant ist, so kann i^ als derjenige Gleichstrom aufgefaßt 
werden, der innerhalb einer Periodendauer T den gleichen Trans- 
port von Elektrizität bewii'kt als der periodische Strom. Definiert 
man nun einen Strom i^ durch 

(ö) *«, = * — »p» 

so ist i^ offenbar wieder periodisch und, da 

T 

(6) fiJt^q^iJ^O 



Fig. 12. 
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Periodischer Strom und Wechselstrom. 27 

ist, auch ein reiner Wechselstrom. Wir schließen daher aus Glei- 
chung (5) ganz allgemein: jeder periodische Strom i kann zerlegt 
werden in einen Gleichstrom L und einen reinen Wechselstrom i . 
Um dies zu tun, hat man offenbar in der Darstellung der Kurve i 
die Abszissenachse parallel mit sich selbst so lange zu verschieben, 
bis die Flächenstücke oberhalb und unterhalb der Parallelen ein- 
ander gleich werden Der Abstand der neuen Achse von der 
alten ist i^ (Fig. 12). 

Periodische Ströme entstehen z. B., wenn man eine Gleich- 
stromquelle durch einen periodisch wirkenden Unterbrecher oder 
durch periodisch sich ändernde Widerstände (Mikrophon, singende 
Bogenlampe) schließt oder einen Wechselstrom durch eine Yentil- 
vorrichtung (Aluminiumzelle, Quecksilberlichtbogen) schickt. Beine 
Wechselströme dagegen entstehen durch Induktion in rotierenden 
Maschinen und in Transformatoren. Betrachten wir nämlich irgend- 
einen geschlossenen Stromkreis in einer Wechselstrommaschine 
oder in einem Transformator, so ist der gesamte Induktionsfluß (P, 
welcher durch die Schleife tritt, eine periodische Funktion der Zeit, 

0{t + T) = 0(i). 

Die dadurch induzierte EMK v ist also 



und daher 



dt 



fvdt = (<P(T) — a>(0)) = 



eine reine Wechselspannung. 

8. Die DarsteUung mehrwelliger Ströme durch Fourier- 
scheBeihen. Eine beliebige einfach periodische Funktion kann, wie 
Fourier zuerst gezeigt hat, mathematisch stets dargestellt werden, 
durch eine Eeihe von Sinusfunktionen, deren Perioden sich wie 
ganze Zahlen verhalten; die Zahl der Glieder der Reihe kann 
endlich oder unendlich groß sein. Physikalisch gesprochen heißt 
das: einen beliebigen periodischen Strom kann man sich zusammen- 
gesetzt denken aus einer sinusförmigen Grundschwingung, welche 
dieselbe Frequenz besitzt wie der periodische Strom, und einer 
darüber gelagerten endlichen oder unendlichen Zahl von sinus- 
förmigen Oberschwingungen, deren Frequenzen 2, 3, 4 . . . mal so 
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28 il' I^iö mehrwelligen Ströme. 

groß sind als die der Grundwelle. Dies ist auch der Grund, wes- 
wegen man Wechselströme von beliebiger Kurvenform als mebr- 
wellige Wechselströme bezeichnet. 

In Formeln ausgedrückt heißt das: ein mehrwelliger Strom i 
ist darstellbar in der Form: 

(1) « = ^ijj. sin (ä OD ^ + y^) 
oder 

00 

(2) i =^J-^"|/2 sin (ktat + y^) , 

darin sind *!, «j, »3, . . . die Höchstwerte, oder «^i, «7^, t/3, . . . die 
Effektivwerte der sinusförmigen Teil wellen, deren Frequenzen 

7^ ? 7^ ? ~ji ' ' ' Sind. 
Setzt man 

(3) a^=?:4COsy4, \^ ij^^my^, 

so erhält man die ebenso wichtige Darstellungsform: 

00 00 

(4) i = 5^ -f ^aj^ sin A:w^ + ^bj^ cos hont. 

*=i *=i 

Die Umrechnung der Formel (4) in die Darstellung (l) er- 
folgt durch die Gleichungen: 



(5) 



oder sin 71. = -^, cos y^ = ^ • 



Der Wurzel gibt man das positive oder negative Zeichen ; die 
Quadranten, in welche der Phasenwinkel y^ fällt, sind dann durch 
die Gleichungen für den sinus und cosinus bestimmt 

Erleidet die Stromkurve zu einer Zeit t' einen Sprung^) von 

1) Wirkliche Diskontinuitäten kommen in der Natur nicht vor. 
Tatsächlich kann also ein wirklicher Sprung des Stromes nicht ein- 
treten, sondern nur ein wenn auch sehr scharfer Übergang von dem 
einen Wert in den andern. Ein Beispiel ist: das Schließen einer 
Gleichstromquelle durch einen induktionslosen Widerstand. Da streng 
genommen jeder Stromkreis Induktion besitzen muß, so kann der 
Strom nicht momentan zustande kommen, wenn auch die Zeit des 
Anstiegs sehr kurz gemacht werden kann. 
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i^ auf ij, so gibt, wie in der Theorie der Fourierschen Reihen ge- 
zeigt wird, die Reihe für t =^ t' den arithmetischen Mittelwert von 
i- und if, 1 

Aus der Reihenentwicklung (4) geht wieder unmittelbar hervor, 
daß der periodische Strom in eine Gleichstromkomponente Iq und 
einen reinen Wechselstrom zerfällt, der durch die Sinus- und die 
Eosinusreihe dargestellt ist. 

Die Koeffizienten werden folgendermaßen gefunden: ist h eine 
ganze Zahl, so bildet man: 

M(i sin h<ot) und M{icoshci}t), 

Unter Berücksichtigung von Gleichung (8) und (15) in § 3 
ergibt sich: 

— a;^ == M(i sin hoit) 

(Ä = 1, 2, 3) 



(6) 



hf^ = M(i cos h(ot) 



2 
und 

(6 a) ho-^(})- 

Stellt man eine beKebig geformte Kurve durch Fouriersche Reihen 
dar, so ist diese Darstellung vollkommen eindeutig. Es ist aber 
durchaus möglich, andere Darstellungsformen zu wählen, z. B. in 
einer Reihe von Besselschen Funktionen. ^) Liegen nicht besondere 
Gründe vor, so pflegt man in der Wechselstromtechnik sich auf die 
Darstellung durch Fouriersche Reihen zu beschränken. 

Die bei weitem meisten Wechselströme, welche in der Praxis 
vorkonmoien, haben die Eigentümlichkeit, daß die negative Kurven- 
hälfte der positiven spiegelbildlich gleich ist, d. h. zu zwei Ab- 
szissen (Fig. 16) 

OÄ = t und OÄ'==-^ + t 
gehören gleiche, aber entgegengesetzt gerichtete Ordinaten: 



1) Vgl. Schafheitlin. Die Theorie der Besselschen Funktionen. 
Leipzig 1908, B. G. Teubner. S. ö2ff. Die Verwendung von Fourier- 
schen Reihen kann z. B. unbequem werden bei den sog. phase- 
wechselnden Schwingungen, a. Strasser u. Zenneck Ann. d. Phys. 
20, 769, 1906 und Rogowski, ebenda S. 766. 
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II. Die mehrwelligen Ströme. 



oder 

(7) 



AB Ä'B' 



f{Y + t)--'m. 



al 



Die Eeihenentwicklung (1) gibt, da -g- = tc ist: 

Diese Reihe ist oflfenbar nur dann gleich — -^«tSin (kfot + yj^^ 
wenn k ungerade ganze Zahlen sind. 

Wenn also die negative Kurvenhälfte der positiven spiegel- 
bildlich gleich ist, so enthält der Strom nur die ungeradzahligen 
Vielfachen der Grundfrequenz als Oberschwingungen •, die gerad- 
zahligen kommen nicht darin vor. 

9. Beispiele von Beihenentwicklungen. Es mögen die 
Eeihen für einige Kurvenformen entwickelt werden. Sei an- 
genommen, ein Strom (Fig. 13) habe innerhalb der ersten Halb- 
periode einen beliebigen Verlauf, in der zweiten Halbperiode 
dagegen sei er gleich Null; dann braucht man in (6) und (6 a) 
auf S. 29 nur über die erste Halbperiode zu integrieren, und es 
wird 



(1) 



3 

aj^^ -f I i sin kwt dt = Mt (t sin k (ot) 

T 
i 

6^ =" -f I i Cös kcDt dt = lfj(i cos ktat) 

n 2 



(1') 



-if... 



Die so berechnete Eeihe zerlegen wir in drei Teile: 
(2) i,^K+G+U. 

K ist die Gleichstromkomponente 2>q, G ist die Summe aller 
Oberschwingungen von gerader Ordnungszahl, Z7 die Summe aller 
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Oberschwingungen von ungerader Ordnungszahl Verschiebt man 
die Kurve um eine halbe Periodendauer nach vorwärts, so hat 
man in (l) ayt durch (oo^ + ^) zu ersetzen. Die so entstehende 
Kurve ist in Fig. 14 dargestellt. Da nun: 

sin (kmt + Jctc) = (— 1)* sin kmt, 
cosQccDt + kn) = (— 1)* cos hat ist, 

so kehren alle Glieder mit ungerader Ordnungszahl ihr Vorzeichen 




f-^ 





Fig. 13 TL 14. 



Fig. 15 u. 16. 




um, während es alle Glieder mit gerader Ordnungszahl behalten. 
Also hat die Kurve Fig. 14 die Gleichung 

(3) i^~E+G-ü. 

Addiert man die Kurven I und IT, so 
ergibt sich die Kurve III (Fig. 15); ihre 
Gleichung ist offenbar 

(4) fni-h+<n-2(jr+ö). 

Bildet, man dagegen die Differenz der 
Kurven I und 11, so erhält man die 
Kurve IV (Fig. 16), deren Gleichung somit 

(5) tjy = »I — in = 2 ?7 

ist. Sie ist reiner Wechselstrom und enthält, wie wir bereits 
aus § 8 wissen, nur die ungeradzahligen Oberschwingungen. 

Es mögen im folgenden für verschiedene einfache Formen 
der Kurven die GröBen Z, ö, U berechnet werden. 

Beispiele: 

a) Die Kurve sei in der ersten Halbperiode ein Dreieck AB C 
(Fig. 17), in der zweiten Halbperiode falle sie mit der Abszissen- 
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achse zusammen. Der Punkt B habe die Ordinate a; weiter seien 
die Projektionen der Linien AB und BCi 

AE^"^, EC^^, wo also 



(6) a + /3 = 1 ist. 

2a 

und von BOi y = "3^(y "" 0' ^^®^ ist: 



2a 
Die Gleichung von AB ist: y = — j^t 



aT ßT 

a ~2~ 



fr 

2 

«i = Y / ^^ ^"^ Iciotdt + y / ^^ (y — rj sin ÄJcöid^ . 

aT 

Die Integration ergibt: 

/_v asinÄJa« 

<^) "*= a^jfc«,' • 

Ersetzt man in der Formel für aj^ die Sinus durch die Kosinus 
und führt die Integration aus, so erhält man: 

(®) ^* = I^p^ b'^ ]ca„-ß-(- 1)* «] 

d. h. für gerades Je 

(8») h, ^ ^^^^ (cos ka7t-l) 

und für ungerades 

(^'') ^* = -i^^ (''"^ Ä«« + « - |3) . 

Weiter ist: 



--fJy^i = T- 



(8') 6, 

Folglich 

(9) Ji^=| 
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(10) G= ^ — ^vj— 8 [sinÄJajrsinÄw^-f (cosÄ;a7r--l)co8Ä;a}^] 

sin A: ( OD ^ — j und 



U = ^ g,, 8 [sin kajt sin Äco* 



(11) 



. kccn 
2 a flin — — 

+ (cos ÄofTT + a — ß) cos Jfco}^] 

cosÄJajr 4-a — /? 





Fig. 18. Fig. 19. 

Für a = /3 == Y ^rliält man die Formeln für eine gleichschenk- 
lige Dreieckskurve von der Höhe a: 
a 



(12) 



K^ 



6r = i^ {cos 2ci}t + 

U" = — y { sin CO 



cos 600* cos lOmt 



26 



•) 



sin Satt , sin 6©* 
9 ' 2 6~" 



•I 



(13) 



« = 0, |S =- 1 ergibt die Kurve Fig. 16 und die Leihen: 

y^ ^ ^^ sinÄ^Qj^ a ^STlcosÄJö)* 

Aus a =« 1, |5 = ergibt sich (Fig. 19): 

j^ a^ ^ a ^STI sin Ä; ö < 



(14) 



sinÄ;o>^ 
k 

Orlioh: die Theorie der Wechselströme. 



jj I ^ ^STlsinÄ;©* a ^^cos/ 



co8Ä;o)f 
3 
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b) Um die Formeln für ein gleichschenkliges Trapez zu er- 
halten, stellen wir die Gleichungen für zwei Dreiecke auf, von 

a T 
denen das eine ACB (Fig. 20) die Projektionen AE = -^ ^ 

EB =» ^, das andere ÄDB die Projektionen AF ^ ^ und 



FB 



aT 



hat. Die Höhen beider Dreiecke sind einander gleich 
und zwar 



(15) 



EC-^FD^aß. 



Bildet man die Summe dieser beiden Dreieckslinien, so entsteht 
das gleichschenklige Trapez AHJB\ die Höhe desselben ist: 

BF AE z,/, , a\ 



EH ^EG+EK = EC + 
H J 




Nun sind die Koeffizienten der Beihen för A CB 
nach Gleichung (7) und (8»-°): 



a. = 



a^inkoin 






Pig. 20. 

und daher f^ ABB 

a fiinkßn 



ak*7t^ 

h = -^T^ (ßös ^^^ — 1) (* gerade), 

l)j^ = g (cos kan + a — ß) (k ungerade) 



^04» 



^, (cos kßit — 1) (k gerade), 



ak^n 
a 



-^ (cos kß% + ß — a) {k imgerade). 



Berücksichtigt man, daß 

sin kß% = — (— 1)* sin kait , cos kßit = (— 1)* cos kctit 

ist, so ergeben sich aus der Summierung die Koeffizienten für 
das Trapez AHJB: 



2a 



^*^;;]^«^«(^^s*«^"~^)' 



(k gerade) 
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oder 



2asinÄ;a» 

2 



(ä ungerade) 



(16) . ^ = - -^ 2^'^^' ~2" ^^' ^*"^' 

Z7 = — ä ^ yö sin A;a7r sin kot. 

Für a ■» -^ erhält man wieder die bereits oben abgeleiteten 

Formeln für ein gleichschenkliges Dreieck. 

Von Interesse sind noch die folgenden Spezialfälle, für welche 
nur die Beihen 2 U hergesetzt seien: 



(17) 



(18) 



(19) 



1 _ -- 6l/8af . , 1 . r . 

: «-^: 2 c/ =» , sm 0)^ — — sin 5»^ 

+ — sin 7»^ — j2jsinlla)e+-} 

1 . _ 8|/2a f . . , 1 . o / 

f — -j-» 2 t7= -^j- j8inco^H--ö-8in3a}^ 

— — sin 5©^ — Tg sin 7(0^ + ^r sin 9a}# + "| 

i = (Rechteck) ; 2Ü ^ — (sin cof + YSinSw^ 

+ y sin 00)^+ . . .j 



Fügt man zu dem Trapez für a = — (Höhe a), ein gleich- 
schenkliges Dreieck hinzu, dessen Höhe a]/2 ist, so erhält man 
ein Polygon (Fig, 21). AFGHB, für welches nach (18) und (12) 
die Gleichung gilt: 

(20) U = ^^(sin o^ - ^ sin 7©^ + ^ sin 9w<---) 
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Da hier ein großer Teil der Oberschwingungen wegfallt und die 
Amplituden der übrigbleibenden verhältnismäßig klein gegen die 
Grandschwingung sind, so schmiegt sich dieses Polygon ziemlich gut 
der Sinuslinie an. Wird der Höchstwert der Sinuslinie gleich 100 
gesetzt, so sind bei gleichem Effektivwert die Ordinaten der ge- 

T T 

brochenen Linie in — gleich 74,4, in — gleich 105,2 zu wählen. 

c) Die Stromkurve sei eine Parabel, deren Scheitel die Or- 
dinate a besitzt. Die Gleichung der Parabel ist: 



IOOt 




(21) 



16a« /T \ 



Daraus ergeben sich die Koeffizienten 

(22) a,«0, a, = i^., ^ = -;^., &. = 0, ^o = |-, 
folglich 

(23) 2«? = -H^2n^'' 2cr-!^f-2''^'- 

Da die Amplituden der Oberschwingungen in U mit der dritten 
Potenz der Ordnungszahlen abnehmen, so schmiegt sich auch die 
Parabel recht nahe der Sinuslinie an (Fig. 21) (Parabel außen, 
Sinuslinie innen). 
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i = ©in 



(2 1\ 
1 — Y j für ^ = 



d) Die Stromkui've setze sich aus zwei symmetrischen Ästen 
des hyperbolischen Sinus zusammen (Fig. 22) 

'-^ für t = 0.. f, 

4 ' " 2 ' 

WO p ein Parameter ist, welcher die Größe des 

Höchstwertes für ^=» — bestimmt: ^w"™®^^ 2 ' 

Es mögen der Einfachheit halber nur die 
Koeffizienten der ungeradzahligen Ordnung be- 
rechnet werden. Es ergibt sich 

2p 




Fig. 22. 



a.= 



n{p' + k^ 



. pn . Jen 



^=0, 



SO daB: 



^p ©oj 



pn 



I. 



i>'+i 



p'+i 



...}. 



10. Die Summe mehrwelliger Ströme. Es war als eine 
für die Sinuskurve wichtige Eigenschaft hingestellt worden, daß 
die Summe zweier Sinusströme wieder eine Sinusform ergibt. Es 
soll nunmehr untersucht werden, ob dieser Satz auch für beliebige 
Kurvenformen gültig ist. Um diese Frage beantworten zu können, 
müssen wir zunächst die Gleichung für alle Ströme gleicher Kurven- 
form aufstellen. Sei 



(1) 



=/•(«<) 



ein mehrwelliger Strom; dann erhält man einen Strom gleicher 
oder besser ähnlicher Kurvenform, indem man sämtliche Ordi- 
naten der Kurve auf dasselbe konstante Vielfache k bringt^ und 
die so entstehende Kurve zeitlich um einen beliebigen Betrag gp 
gegen die ursprüngliche verschiebt. 

(2) i^^Xf(cot + q>) 

ist daher der mathematische Ausdruck für sämtliche Ströme, die 
die gleiche Kurvenform wie (l) haben. X und (p sind zwei Para- 
meter, welche die Lage und Größe der einzelnen Ströme charak- 
terisieren. 
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Wenn also die Summe zweier Ströme gleicher Kurvenform 
wieder einen Strom derselben Kurvenform ergeben soll, so müssen, 
wenn l^^tp^ und Xg, q>2 vier willkürliche Konstanten sind, welche die 
Ströme t^ und i^ charakterisieren, zwei Konstanten l^ und q>^ ge- 
funden werden können, so daß 

(3) lj((Dt + (p,) + l^f{(ot + cpa) = Xj((Dt + q>,) 
wird. Setzt man fttr f((oi) eine Fouriersche Reihe: 

(4) f((o i) =^% sin hat +^bj^ cos fe © *, 
so ist: 

f((x>t + (p) =^(%cos ktp — ftjtSiii ^9) sin Jccat^ 
4-^(%sin ÄJg) + fe^^cos äcp) cos äjoo^. 

Dies in Gleichung (3) eingesetzt imd die Koeffizienten von 
sinA;a)^ und coskot auf beiden Seiten einander gleich gesetzt, 
ergibt: 

^1 (^* cos Ä;9?i — bj^ sin Är^j) + Ag (a^^ cos Ägpg — 2)^ sin Ä ^j) = 

= X3 (a^ cos Ägpg — 6^ sin Ägjg) 
und 

>l^(a;tSin kfp^ + bj^cos kcp^ + l^{aj^mi 'k(p2 + 2)^ cos Ägjj) =* 
= X3 (^a^t sin Ä: 9)3 + bj^ cos ^9)3) 
oder anders geordnet: 

^ibC^i ^^s ÄJg?! + ^2 cos 'kq>2 — X3 cos ^9)3) = 

== bj^{l^ sin Ä^g?! + ^2 sin kcp^ — Ag sin fc^j) 
und 

^iC^i siii ^9>i + ^2 siii ^92 — K s^^ ^93) "^ 

« — 6^(Ai cos kcp^ + ^ cos Ägpg — Xg cos ^9)3) 
für Ä;=l, 2, 3 ... 

Daraus folgt: entweder es ist: 

(5) ö, = 0, &, = 
oder 

A^ sin Äg?! + Xj sin ÄJgpg = X3 sin fc^j, 
(6) 

Aj cos k(p^ + Aj cos Ä;g>3 = Xg cos Ä:9)3 . 
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Wir verfolgen zunächst die zweite Möglichkeit. Aus Glei- 
chung (6) ergeben sich für die gesuchten Xj und (p^ folgende Glei- 
chuDgern: 

(7) ll^kl + ll + 2l^ k^ cos 1c((p^ ~ g>,) 

und 

^ ^ ° ^* ^1 COS kq>^ + '•'8 cos Äqpj 

för k=l, 2, 3 ... 

Das heißt A3 und (p^ sind im allgemeinen überbestimmt, da 
man aus den Gleichungen (7) und (8) im allgemeinen für jeden 
Wert von Je ein anderes Wertepaar ^^^(p^ erhalten würde. Dieser 
Widerspruch löst sich, indem nur % und b^ von Null verschieden 
angenommen werden, dagegen alle anderen gemäß der ersten durch 
Gleichung (5) ausgedrückten Möglichkeit 

«2 = ^3 = • • • = ö? ^2 = ^3 = •••=' ^ 

sind. Dann gelten also die Gleichungen (7) und (8) nur für Ä = 1 
und A3, 9)3 sind eindeutig bestimmt. Das heißt: im allgemeinen 
muß die Stromkurve einwellig sein, wenn die Summe zweier Ströme 
derselben Kurvenform wieder ein Strom gleicher Kurvenform wer- 
den soll. 

Nun gibt es aber einige besondere Fälle, wo die Kurve nicht 
sinusförmig zu sein braucht. 'Es sind ganz bestimmte Stromkurven, 
welche nur bei ganz bestimmten Phasenverschiebungen sich zu 
einem Strom gleicher Kurve zusammensetzen. Diese Kurven erhält 
man offenbar in dem besonderen Fall, daß Gleichung (7) und (8) 
von Je unabhängig werden. Das geschieht, wenn 

(9) cosÄ9) = + cosg?, sin Äg? = + sin g) 

werden; derartige Gleichungen sind aber nur möglich, wenn q) 
ein ganzzahliger Bruchteil von jt ist. Wir wollen also jetzt an- 
nehmen, daß 

(10) 9>i=y^, 9>2 = f ^, 9>3 = 7^ 

ist, wo die p und q ganze Zahlen sind, und wollen uns fragen, 
welche Bedingungen die A und Je erfüllen müssen, damit Glei- 
chung (9) bestehen kann. 

Aus Gleichung (6) lassen sich die Quotienten der A berech- 
nen; durch Eliminieren von Ag ergibt sich: 
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Xj ^ 8in^(qpj^— 9^ 
2j 8inÄ;(qpj — qpj) 

und durch Eliminieren von X^ 

X, ^ainfeCgPa — yt) 
X^ 8inÄ(g?j — qpi)* 

Setzt man die Werte für die <p aus Gleichung (lO) ein, so 
sieht man, daß die Quotienten für die X nur dann von der Größe 
von k unabhängig werden, wenn k die Form hat 

(11) Ä = Äg±l, 

wo h eine ganze Zahl ist, die noch näher zu bestimmen ist. Man 
erhält kq>^^hp7t±q> und somit 

Uj Bin[(Äj?,5r±qpj) — (Äi?i«±9j] ^ ■' 8in(9, — g?;) 

Es muß also sowohl h(p^ — jpj, als auch h^p^—p^) eine 
gerade Zahl sein, d. h. entweder h gerade oder (jpj — jpj) und gleich- 
zeitig (Ps'-Pi) gerade sein. 

Beispiel: 

g=3, 9), = 0, <p,-|(=60«), <;p3 = ^(=120«), 
d.h. Pi«0, i?2«l, 1)8 = 2, 



= -1. r r = l. 



— Bin — - ' Bin -;- 

3 3 



Da JP3 — JP8 = 1 ungerade ist, so müssen für h gerade Zahlen 
gewählt werden. D. h. ä;=3ä±1 für ä = 0, 2, 4 . . . ergibt: 
A;= 1, 5, 7, 11, 13 .. . Mithin gilt für die Kurvenform: 

f{pt)=^^{af^^mkoit-\-\QO^k(Qt) fElr Ä;=== 1, 5, 7, 11, 13. . 
die Beziehung 
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Dagegen für: 

1^1 = 0, i?2==2, JP8 = 4, 

2n 4k7e 

9>i="^» ^2"* "3"' 9>8 = X 

sind sowohl p^—Pi^^^^t^ als auch p^ — p^^^ 2 gerade. Daher 
kann auch in diesem Fall für h jede beliebige ganze Zahl gewählt 
werden. D. h. 

7c = 3h±l für Ä«0, 1, 2 ... 

oder Jc^l, 2, 4, 5, 7, 8, 10, 11 ... 

und nach Gleichung (12) 

^1 • ^3 ^^ "" ■*• » ^2 • ^8 '"* -^ • 
Folglich gilt für die Stromkurve 

f{(oi) = ^(ßk sJP feo^ + ^jfc cos kcDt)^ 

fc=l, 2, 4, 5, 7, 8..., 
die Beziehung: 

-f(a>t)-f(a>t + '-f)=f{a>t+^f). 

11. Kurvenanalyse duroh Summierung von Strömen 
gleicher Kurvenform, Wir wollen noch untersuchen, welche 
Bedeutung die auf S. 4 definierte Funktion q> erhält, wenn statt 
s(t) eine Fouriersche Keihe gesetzt wird; sei also 

(1) m-2m, 

(1 a) fj^ (t) =^a^siiikG)t+bj^ cos kcot 

und 

(2) ^,(o-r,(0+r.(<+-J)+r*(«+^)+-+f*(«+^)- 

Dann ist nach dem oben bewiesenen Satze (vgl. S. 4) im all- 
gemeinen: 

cp,it) = 0. 

Nur wenn T/n ein ganzes Vielfaches der Periode T/k von 
f^{t) ist, wird: 

(3) vM-nf,(t). 
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Wird dieses Vielfache mit l bezeichnet, so gilt also Gleichung (3) 
nur dann, wenn Ä = ^w, (X = 1, 2 . . .) ist. Folglich ist: 

(4) ^(t)S^f[t+'^)^n^f,„(t). 

A = 2 = 1,2,... 

Wenn also in n parallelen Zweigen Ströme fließen, von denen 

T 
je zwei aufeinanderfolgende eine Phasenverschiebung — besitzen, 

so vereinigen sie sich in einem gemeinsamen Leiter zu einem Strome, 
der nur die w**, 2w*®, 3w*®... Oberschwingung enthält. 

Dieser Satz kann benutzt werden, um aus einer gegebenen 
Kurve die Amplituden der Öberschwingungen zu finden. Wir 
wollen uns dabei auf den praktisch wichtigen Fall beschränken, 
daß nur Oberschwingungen von ungeradzahliger Ordnung vor- 
handen sind, dann ist: 

folglich 

q> (0) = w^2>^„ , q> (-) = n^(± a^ J . 

Teilt man also das Intervall von ^ «= bis T in w Teile und 
bildet die Summe der Ordinaten in den Teilpunkten, so ist diese 
gleich: 

^{h + h + K + hi+'") ^ür w = 3, 
^ih + h5 + '") für ^ = 5, 

7(^ + &2i + --0 für w = 7, 

9(bQ + '") für w==9. 



Wiederholt man dasselbe Verfahren für das Intervall -7 7-, 

so ergibt sich: 

3(— «8 + flg — «15 + «21 ) für w = 3, 

ö( «5-«i5 + --0 für « = 5, 

7(— «7 + aai ) für w = 7 , 

9(09 ) fürw=-9, 

Beschränkt man sich auf die ersten Oberschwingungen, so ist 
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es leicht aus diesen Größen die Einzelwei-te der a und 6 zu be- 
rechnen. 

Diese von Tschebychef herrührende Methode (vgl. H. Bruns, 
Grundlinien des wissenschaftlichen Rechnens, Leipzig 1903. B. G. 
Teuber, S. 130 u. ff.) ist von Fischer Hinnen in die Elektro- 
technik eingeführt worden.^) 

12. Die Veränderung der Kurvenform duroh Differen- 
tiieren und Integrieren. Als zweiter für Sinuskurven charakte- 
ristischer Satz war aufgestellt worden, daß eine sinusförmige 
Spannung, sofern kein Eisen vorhanden ist, stets sinusförmige 
Ströme erzeugt. Wir wollen jetzt das 
Verhalten einer Spannung von be- 
liebiger Kurvenform: 




(1) V ^J^(aj^^Jc(ot + bj^coskot) 

untersuchen, wenn sie erstens an einen Fig. 23. 

Kondensator G und zweitens an eine 

Selbstinduktion L gelegt wird. Der Ladestrom i des Kondensators 
gehorcht der Gleichung: 

(2) ^ = ^äi 
d. h. 

(3) i = C ^(kaj^coshoot — khj^sin. kat). 

Der Ladestrom hat also eine andere Kurvenform als die Lade- 
spannung, und zwar sind alle Oberschwingungen im Verhältnis 
ihrer Ordnungszahl vergrößert; d. h. je höher die Ordnungszahl der 
Oberschwingung ist, um so mehr wird sie verstärkt. Die Kurve 
des Ladestromes ist also gegen diejenige der Ladespannung stark 
verzerrt, und zwar ist die Verzerrung unabhängig von der Größe 
der Kapazität; oder Kondensatoren von verschiedener Kapazität 
geben, wenn sie von derselben Spannung erregt werden, ähnliche 
Stromkurven. Fig. 23 zeigt eine trapezförmige Ladespannung und 
den stark verzerrten Ladestrom für eine Kapazität von 1 Mf, 

Andererseits mag die Spannung (1) durch eine Selbstinduktion 
L von verschwindend kleinem Widerstand geschlossen werden; 



1) Vgl. E. T. Z. Bd. 22, S. 396. 1901 und des Verfassers Abhand- 
lung im Archiv der Math. u. Phys. (3) 12, 230—240. 
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der Strom t, der zustande kommt, wird durch die Gleichung be- 
stimmt: 



oder i = -T- f vdt d. h 




iß' 

(5) * "^ "l ^ V Ik^ ^^ ^^^ "'" T ^^^^'^O • 

Die Oberschwingungen des Stromes erscheinen also denjenigen 
der erzeugenden Spannung gegenüber im Verhältnis der Ordnungs- 
zahlen verkleinert, oder je höher die Ordnungszahl der Ober- 
schwingung, um so stärker die Dämpfung ihrer Amplitude. Eine 
Spannung erzeugt in einer Selbstinduktivität einen Strom von 
einer Kurvenform, welche der Sinusform näher kommt als die- 
jenige der Spannung, und zwar ist 
die entstehende Kurvenform des 
Stromes unabhängig von der Stärke 
der Selbstinduktion ; wird eine Span- 
nung durch parallel geschaltete 
Selbstinduktionen von verschie- 
dener Größe geschlossen, so sind 
Fig. 24. die in denselben entstehenden 

Ströme einander ähnlich. 
Diese Sätze gelten, wie gesagt, streng genommen nur, wenn 
der Widerstand der Rolle vernachlässigt werden kann. Ist das 
nicht der Fall, so treten Modifikationen ein. Fig. 24 zeigt den 
Strom in einer 1 Henryspule, wenn sie durch dieselbe Spannung, 
wie in Fig. 23, erregt wird. 

13. Die Mittelwerte mehrwelliger Ströme. Wir gehen 
dazu über, die Mittelwerte mehrwelliger Ströme zu bilden. Am 
wichtigsten ist der Mittelwert aus dem Produkt zweier Ströme. 
Seien 

(1) i = S(aji. sin Jccot -\- bj^ cos koot) == ^c^ sin (JccDt -f- y^) 
und 

(2) i' =^(a/sin Jccot + &/cos Je m t) = ^Cf^' sin (Jc(ot + y/) 

zwei beliebige Ströme. 

Für die Mittelwertbildung bedenken wir, daß der Mittelwert 
aus dem Produkt zweier Sinusfunktionen von verschieden großer 
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Periodendauer Null ist (vgl. S. 10). Man braucht also in it nur 
diejenigen Faktoren zu berücksichtigen, welche sich aus zwei 
Gliedern der gleichen Ordnungszahl zusammensetzen. Auf diese 
Weise findet man: 

(3) Min-) = 21 («*«*' + ^ V) = 2 Y''*^/c°«0'»-n')- 

Sind die beiden Ströme i und i' identisch gleich, so erhält man 
aus (3): 

und ebenso: 

Diese Gleichungen geben den Zusammenhang zwischen den 
Effektivwerten / bzw. J"' von i bzw. % und den Amplituden der 
Teil Schwingungen dieser Ströme. Führt man statt der Amplituden 
der Teilschwingungen ihre Effektiv werte ein, so kommt man zu 
den Gleichungen: 

(4) J'=2(ä,^+B'>)=^2G,' 
und 

(5) Min')=2i^,Ä,'+B,B,')=2C,C,'cos(y,-y,y 

Wie man aus den Formeln ersieht, enthält die rechte Seite 
von M(i%) die Effektivwerte / und J' nicht als Faktoren. In 
der Praxis ist es üblich, analog wie bei Sinusströmen: 

(6) M{i%)^jr>K 

zu setzen; x nennen wir den Verschiebungsfaktor. Ersetzt 
man J' durch eine Spannung F, so gelangt man zu einer Formel 
für die mittlere Leistung eines mehrwelligen Wechselstromes 

(7) M{vi)=VJ'K, 

In diesem Falle heißt k der Leistungsfaktor. Man darf 
aber nicht vergessen, daß die mathematischen Formeln diesen 
Ansatz nicht rechtfertigen, x ist bei sinusförmigen Strömen von 
der Größe der Effektiv werte der Ströme imabhängig; bei beliebiger 
Kurvenform ist es dagegen von der Größe sämtlicher Teilampli- 
tuden in komplizierter Weise abhängig. 



Digiti 



zedby Google 



46 n. Die mehrwelligen Ströme. 

14. Form- und Soheitelfaktor. -Die Mittelwerte M{i^ und 
M (it) sind praktisch von großer Wichtigkeit, weil sie verhältnis- 
mäßig leicht der Messung zugänglich sind. Über die Kurvenform 
sagen allerdings diese Mittelwerte nichts aus. Will man über 
die Kurvenform einen Anhaltspunkt haben, ohne zu einer voll- 
ständigen Kurvenaufnahme zu schreiten, so sucht man noch den 
Mittelwert aller Ströme, ohne Eücksicht auf das Vorzeichen, oder 
die Scheitel werte. Freilich hat das nur eine Bedeutung, wenn 
die Kurve nicht viele Maxima und Minima innerhalb einer Periode 
besitzt, und wenn sie symmetrisch zur Abszissenachse liegt. Wir 
wollen unsere Betrachtungen auf diese Fälle beschränken. Sei 
also Mt {i) der Mittelwert von t, genommen über diejenige Halb- 

y 

periode, innerhalb welcher der Strom ganz oberhalb der Ab- 
szissenachse liegt. 

Man pflegt den Quotienten aus Effektivwert und arithmetischem 
Mittelwert 

(^^ ^ ^ MV{t) 

3 

als Formfaktor der Stromkurve imd das Verhältnis aus Höchst- 
wert und Effektivwert 

(2) <T = *-^ 

als Scheitelfaktor zu bezeichnen. 

um über die Größe des Formfaktors etwas aussagen zu können, 
teilen wir eine Halbperiode in n Teile und nennen *i , «j . . . «„ 
die Augenblickswerte der Stromstärke in den Teilpunkten. 

Dann sei: 

•3f = -^ (»1 + «2 + ••• + in)--^h 

der arithmetische Mittelwert aus diesen n Strömen. Setzt man 
nun 

i,^M+ö,, (Ä=l,2,...n) 

so sind die d die Abweichungen der Einzelwerte i vom Mittel- 
wert, und es ist: ^Sj^ = 0. 

Für die Stromquadrate folgt: 
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Das zweite Glied der rechten Seite ist Null und das dritte ist 
positiv, folglich ist 

Geht man für unendlich großes n zur Grenze über, so wird 
aus dieser Ungleichung 
(3) /^Jf. 

D. h. der Effektiv wert ist größer oder mindestens gleich dem 
aiithmetischen Mittelwert über eine Halbperiode. Danach kann 
der Formfaktor f nicht kleiner als 1 sein. Die Abweichung ist 
um so größer, je größer die Absolutwerte von 6 werden; d. h. da 
die d die Abweichung vom Mittelwei-t bedeuten: je flacher die 
Kurve verläuft, um so mehr nähert sich der Formfaktor dem 
Wert 1, und umgekehrt, je spitzer die Kurvenform um so größer 
der Formfaktor. 

Man kann den Formfaktor in Beziehung setzen zur Schwer- 
punktsordinate der Stromfläche. Ist F die Flächengröße, welche 
von einer Halbperiode und der Abszissenachse umschlossen wird, 
rj die Schwerpunktsordinate dieser Fläche, so berechnet man ij 
bekanntlich aus der Formel: 



2 



r,-F=^Ji'dt, 



und wenn man wieder den Effektivwert / einführt: 

Nun hängt aber die Fläche F mit dem arithmetischen Mittel- 
wert über eine Halbperiode, wie man leicht sieht, durch die Glei- 
chung zusammen: 

F=^Mt. 

2 

Führt man dies in die vorige Gleichung ein, so erhält man 
für den Formfaktor: 
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Diese Formeln können zuweilen fär die Berechnung des Form- 
faktors recht bequem sein. 

15. Beispiele für die Berechnung von Form- und 
Soheitelfaktoren. In der folgenden Tabelle sind für einige der 
zum Teil schon früher betrachteten Kurven die EflPektivwerte, 
Form- und Scheitelfaktoren ausgerechnet. 

1. Seii = ^(^p'» für 0..--J 




^(tHI-O^t-I' 



Der Eflfektivwert ist: «7, = 



■|/2n4-l 

—- ^^ Die mittlere Stromstärke Mt {%) = — r ^ • 

Flg. 25. i_ N / w -}- 1 

T 

Der Höchstwert für f = -r- ist J.. 

4 

n 4- 1 
Folfflich der Formfaktor /*= —-^ — und der Scheitelfaktor 

^ y2n + l 



tf 


= )/2»+l. Das ergibt 






für w — 0: 


/•=!, 


(1=1 




1 


/■= 1,061, 


ff = 1,414 




w=l: 


r= 1,155, 


ff - 1,732 




n = 2: 


f= 1,342, 


ff = 2,236. 



Der Wert w ==» 1 entspricht einem gleichschenkligen Dreieck, 
w == einem Rechteck. 

Die Kurven färw^Y» w = l, w=2 sind in Fig. 25 dar- 
gestellt. 

2. Gleichschenkliges Trapez; Bezeichnung wie auf S. 34 
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Mithin -■ / 4 

f.. y '^' 



1— « 



V^' 



a = Y gibt wieder ein gleichschenkliges Dreieck. Für a = - ist: 

/•=- 1,089, <y=- 1,225. 

Die der Sinuskurve sich nahe anschmiegende Trapezkurve 
mit aufgesetztem Dreieck (s. Fig. 21) liefert die Faktoren 

/•= 1,113, 0=1,489. 

3. Ellipse und Parabel. 

T AI« ^., , r. T 



%^A\t{^ — i)Y für ^ = 

Zar Berechnung der Mittelwerte braucht man die sog. Euler- 

sehen Integrale: 

1 



und 

00 

r{r)^Je-"'z''-'^dz, 



welche durch die Gleichung 

miteinander zusammenhängen, unter Berücksichtigung dieser 
Gleichungen und der Beziehung r\-^\ =» "j/jt findet man leicht: 

' V2/ yr(4«+2) 

Mt(i)-A\^^J r(2«+2)' 
und da r(2w + 2) = (2m + l) r(2« + l) ist: 

i »^/"^V" yr(4n + 2) 

"» \4/ ' " 4'»r(2n + l) 

Orlioh: die Theorie der Wechselströme. 4 
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w = 1 ergibt eine Parabel, w = ^ ®"^® Ellipse. Für die Form- 
und Scheitelfaktoren gelten folgende Werte: 

n \ f \ <s 



0,5 

1 



1,089 
1,096 
1,195 



1,226 
1,369 
1,569 



4. Modifizierte Sinuskurve t = sin"©^. 

Um den Mittelwert M(i?) zu finden, setzt man in B(j>^q)j 



sin V » 



Dann erhält man 



|/«(rn+l) 



^ = Vi 



2 



jP = 



2w + l 



m 



i^rg+i) 



L-1 



und daraus f und 0. 

« «= entspricht einem Rechteck, w = 1 gibt eine einfache 
Sinuslinie. Für f und a berechnen sich folgende Zahlen werte: 



n 


^ 


<y 


. 


1 


1 


1 
2 


1,046 


1,263 


1 


1,111 


1,414 


2 


1,226 


1,633 



5. Bisher sind nur Stromkurven in Betracht gezogen worden, 

T 

welche symmetrisch zur Abszissenachse und zur Ordinate -7- bzw. 

3 T 

-j- verlaufen. Man kann nun leicht die letztere Symmetrie auf- 
heben, ohne den Formfaktor und Scheitel faktor zu ändern^). Ist 
nämlich i = f(t) die Gleichung der symmetrischen Kurve, so 
braucht man nur eine Kurve zu zeichnen nach den Gleichungen: 

(1) i^f^^l^ für f = ObisT 



1) A. Ena 8 eil, Altem, currents, Cambridge 1904, Bd. 1, S. 75. 
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und 



T r/2 — 1\ „., , ,. T 



Darin hat r einen beliebigen zwischen und — liegenden Wert. 

Hat f(^ för ^ =- -7- seinen Maximalwert i^ = fv-r) , so wird 

durch die Gleichungen (1) und (2) eine Schar von Kurven dar- 
gestellt, welche unsymmetrisch verlaufen, aber alle denselben 
Höchstwert haben, und zwar für ^ » t.. Nun gibt eine einfache 
Transformation: 

T 
T TT 

u 

D. h., der Effektivwert ist der gleiche wie bei der zu T/4 sym- 
metrischen Kurve. 

Genau derselbe Beweis gilt für die mittlere Stromstärke. Wird 
also eine beliebige zu T/4 bzw. 3 r/4 symmetrische Kurve durch 
Anwendung der Gleichungen (l) und (2) unsymmetrisch gemacht, 
so bleiben Höchstwert, Effektivwert, mittlere Stromstärke, Form- 
faktor und Scheitelfaktor ungeändert. 

16. Die Fhasenversohiebung mehrwelliger Ströme. 

a) Die Phasenverschiebimg bei gleicher Kurvenform zweier 
Ströme. 

Für zwei Ströme mit gleicher Kurvenform ist der Begriff der 
Phasenverschiebung wohlbestimmt (vgl. S. 37). Sie ist gleich dem 
Betrag, um den man die eine Kurve gegen die andere parallel 
zur Abszissenachse verschieben muB, damit die Schnittpunkte mit 
den Abszissenachsen zusammenfallen und alle Maxima und Minima 
dieselben Ordinaten haben. Diese Phasenverschiebung kann 
durch die Methode der Schwebungen gemessen werden (s. S. 10). 

Nun war andererseits der Begriff des „Verschiebungsfaktors" 
definiert worden durch: 

(1) x = ^(^ 



jr 



Digiti 



zedby Google 



52 



II. Die mehrwelligen Ströme. 



Für ein wellige Ströme ist k gleich dem Kosinus der Phasen- 
verschiebung; es fragt sich, ob dieser Satz auch gültig bleibt, 

wenn die Kurvenform der beiden Ströme 
dieselbe, aber nicht sinusförmig ist. 
Wir setzen: 

(2) X = cos (P, 

nennen O die effektive Phasenver- 
schiebung und fragen, ob sie gleich der 
wirklichen ist. 

Wir wollen ein Beispiel betrachten: 
Die beiden Kurven (Fig. 26) seien zwei 
gleichschenklige Dreiecke von den 
Höhen a und a; die Höhen seien um 
den Betrag r gegeneinander verschoben. 
Da die Kurvenhälften symmetrisch sind, so brauchen wir die Mittel- 
werte nur über die halbe Periodendauer auszudehnen. Und zwar 
ist für 




T 

4 



+ t- 



4 
2 



4a . 



. 4a /T A 



., ia'/T, ,\ 



Hieraus ergibt sich durch einfache Integration für t = 
der Mittelwert: 

««.')-|«.t-(|)©'+K¥)T 

T = und a ^ a ergibt: 



T 
4 



T^ 



folglich 



J--ia\ 



cos(P« 1 — ya^ + ya», 



wo a ■■ 



(4 \ T 

-^jr ist. -j- entspricht dem Phasenwinkel 90®; soll 

also T z. B. dem Winkel 10® entsprechen, so ist a = -r- zu setzen. 
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Wird nun die wirkliche Phasenverschiebung mit q> bezeichnet, so 
ergibt sich als zusammengehörig: 

9 = 0® 10® 20® 30® 40® 
a>«0® 32®55' 46®16' 56®15' 64®24' 

fp « 50® 60® 70® 80® 90® 
a>= 71®17' 77®10' 82®12' 86®27' 90®. 

Die Differenzen zwischen wirklicher und effektiver Phasenver- 
schiebung können aber sehr beträchtlich sein. 

Nur für 0® und 90® stimmen (p und Q miteinander überein. 
Dieses Eesultat gilt bei Strömen gleicher Kurvenform ganz all- 
gemein, wie aus den Fourierschen folgt. Es sei nämlich: 

00 

(3) i = ^ij^ sin (k(ot-^yj^, 



Dann ist die Gleichung einer ähnlichen Kurve, die um den Winkel g> 
gegen i verschoben ist (vgl. § 10, S. 37): 

(4) i = k ^^ sin (Je cot + y* + ^SP) 
folglich: 

und 

(5) cosa>= -^ ^., ^ ' 

Gleichung (5) gibt allgemein die Beziehung zwischen wirklicher 
und effektiver Phasenverschiebung. Aus g) = folgt (P = 0, 

und aus (p = -^ folgt <Z> = — (jfc ungerade). 

Setzt man dagegen z. B. 9? = — = (60®), so wird: 



1 ., ... 1 
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d.h. 

b) Die Phasenverschiebung bei symmetrischer Kurvenform 
zweier Ströme. 

Sind die beiden Stromkurven nicht mehr einander gleich, so 
kann immerhin noch von einer wirklichen Phasenverschiebung 
gesprochen werden, wenn die Kurven zwar voneinander ver- 
schieden sind, aber beide symmetrisch zu je einer Ordinate ver- 
laufen (s. z. B. Fig. 25). Man sagt: die wirkliche Phasenverschiebung 
ist Null, wenn diese Symmetrieachsen zusammenfallen. Legen wir 

T 

letztere in die Ordinate -^, so sind die die Kurven darstellenden 

Punktionen offenbar ungerade, d. h. f(t) =» — /*(— 0; beide Strom- 
kurven enthalten nur Sinusglieder; sie sind also bei Phasen- 
gleichheit darstellbar in der Form: 

(6) g = ^flj^sinfeo^. 5 «» Sh^sinkcDt, 

Wird der Strom h um den Winkel 9 aus der Lage, welche der 
Phasenverschiebung Null entspricht, herausgeführt, so wird seine 
Gleichung: 

h = ^hj^sm (JeoDt + k<p). 
Daraus folgt der Mittelwert 



■3f(^0 = "ö"-^^*^* cos Jc<p 



und die effektive Phasenverschiebung 

(7) cos® ^-5 

Für 9 = — ist, da die k nur ungerade Werte haben, cos O, = 0, 

(!> = —; der wirklichen Phasenverschiebung — entspricht also 

auch die effektive — • 

Setzt man dagegen 9 = 0, so wird cos 0=^1. Während 
also bei gleicller Kurvenform für 9 = und + — die wirk- 
liehe Phasenverschiebung mit der effektiven übereinstimmt, ist 
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dies bei yer schieden en Eurrenformen, die aber symmetrisch 

zu einer Ordinate verlaufen, nur noch ftlr 9 — + y der Fall. 

Besonders einfach werden die Verhältnisse, wenn man eine 
beliebig geformte, symmetrische Eurve 

a(p=^ ^ a^ sin (hat + k(p) 

mit einer Sinuslinie s = s^sia mt kombiniert. Hierftlr wird: 



(8) 



^ a, cos w 

cos ™ — ^~ • 

aY2 



In diesem Falle erhält der Effektivwert (2> für 9 =» ein Mini- 
mum (P^, das durch 



(9) 



cos 0„ = 7= 

"• Ay2 



(•+©'+©■+•••)-' 



definiert ist ; (2>^ kann als ein Maß fär die Abweichung der Eurve 
a von der Sinuslinie angesehen werden. Die wirkliche Phasen- 
verschiebung von a und s berechnet man nach Gleichung (8) und 

(9) aus 

/- ^n\ cos * 

(10) cos w =» ^— • 

^ ^ ^ cos $^ 

Die folgende Tabelle gibt für einige Eurven die Werte von 
cos 0^ bzw. 0^, 



Eurvenform 


cos 0^ 


^m 


gleichschenkl. Dreieck 

Trapez (a = |). . 

Rechteck .... 

Parabel 

Polygon Fig. 21 . . 


0,9927 

0,9928 

0,9644 
0,9993 
0,9997 


6 »66' 

6^64' 

26U8' 
2*10' 
P26' 



Die Einfährung des Minimalwinkels 0^ hat keine Bedeutung 
mehr, wenn statt s die beliebige symmetrische Eurve h (Formel (6)) 
gesetzt wird. Die Formel (10) ist dann nicht mehr brauchbar. 
Ja, in diesem Falle kann der Mittelwert M(ab) für die wirkliche 
Phasenverschiebung 9 = nicht einen Maximalwert, sondern einen 
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Minimal wert ^) annehmen. Dies soll an einem Beispiel klar gemacht 
werden. Sei: 

. . a = 2sin(»< + sin Scaf, 

^ ^ 6y = 2 sin ((ot + (p) — sin (3(Qt + Sg>). 

Dann ist 

(12) M(a 6^) = Y (^ ^^^3 9^ — o^s 3 9). 

Der Phasenverschiebung 

9 = 
entspricht der Wert 

Jfo = 1,5. 

Den Maximalwert von M(ah) erhält man dagegen aus dM/c(p = 0, 
d. h. 

4 sin 9 = 3 sin 3 9, cos 9 = 1/—» y = + 40^12'. 

Während also M{ah) für 9 = ein Minimum Mq besitzt, steigt 
es für positive und negative Phasenverschiebungen an und er- 
hält für 9 = + 40^12' seinen Maximalwert 

Bei weiterem Wachsen von 9 über 40^12' hinaus nimmt dann 
M wieder ab, bis es bei 9 = + 90® zu Null wird. 

c) Die Phasenverschiebung bei unsymmetrischer Kurven- 
form zweier Ströme. 

Sind zwei Stromkurven verschieden geformt und auch nicht 
symmetrisch zu einer Ordinate, so bietet der Begriff der wirklichen 
Phasenverschiebung eine gewisse Schwierigkeit. Diese liegt offen- 
bar in der Definition derjenigen gegenseitigen Lage beider Kurven, 
welcher man die Phasenverschiebung Null zuschreiben will, d. h. 
gewissermaßen des Anfangspunktes der Phasenverschiebung. Hat 
man hierfür eine befriedigende Definition gefunden, so braucht 
man bei einer anderen gegenseitigen Lage der Kurven nur die 
Strecke t zu bestimmen, um welche die eine Kurve auf der Ab- 
szissenachse gegen die andere verschoben werden muß, um in die 
Lage der Phasenverschiebung „Null" einzurücken; t/T x 360® ist 
dann die wirkliche Phasenverschiebung. 

1) Natürlich ist das nur ein Teilminimum. 
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Um nun zu einer Definition des Anfangspunktes zu kommen, 
sollen erst einige allgemeine Betrachtungen über die effektive 
Phasenverschiebung eingeschaltet werden. Die effektive Phasen- 
verschiebung ist, wie früher, durch die Gleichung 

(13) cos (Z> = X = -7==^=— =zi 

definiert. Es sei noch einmal daran erinnert, daß die durch diese 
Definition festgesetzte Größe sehr willkürlich ist und mit dem 
ursprünglichen Begriff der Phasenverschiebung nichts zu tun hat. 
Um nun zu untersuchen, welche Werte % annehmen kann, 
wollen wir uns die Mittelwerte als die Grenzwerte von Summen 
mit endlicher Gliederzahl aufschreiben. Teilt man eine Abszissen- 
länge, die einer Periodendauer gleich ist, in n Teile und nennt 

«1, «2» «3> '"^n^ 

5i, 62, ^8, ... h„ 
die zugehörigen Ordinaten der beiden Wellen, so ist: 

yW + al + "- + a%){bl + hl + ^.. + b%)' 
Eine einfache Transformation ergibt: 

(14; 1 - X - lim (a2 + «| + ...)(ft2 + 5| + ...) 

Auf der rechten Seite dieser Gleichung stehen nur positive 
Größen, also ist: x^< 1. 

Der Grenzwert 1 kann nur erreicht werden, wenn 

^ = ^ = |5 d.h. a = Const. 6 

ist. X kann also nur dann gleich 1 werden, wenn die beiden 
Ströme gleiche Kurvenform haben; in allen anderen Fällen bleibt 
es kleiner als 1 , d.h. der Wert der effektiven Phasenverschiebung 
(2> =B wird dann nicht erreicht. 

Wir wollen andrerseits untersuchen, ob der Wert x = mög- 
lich ist, und uns hierbei auf den praktisch wichtigsten Fall be- 
schränken, daß die Stromkurven symmetrisch zur Abszissenachse 
verlaufen. Wenn a == f(t), ^ = ^(0 ^^^1 ^^ ^^t: 

_ Mimgjt)) 
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Nun ist 



^(*+t) = -^(*)- 



"Wenn man also die Kurve gif) um eine halbe Wellenlänge 
verschiebt, so wird der zugehörige Verschiebungsfaktor: 



"r/2 



AB 



Hat man es also mit stetig verlaufenden Stromkurven zu tun, 
so muß sich auch % stetig ändern, wenn man die Phase in g(t) 

T ~ 

von bis — ändert. Es muß daher einen zwischen 

liegenden Wert r^ der Phasenverschiebung geben, für welchen 



undy 



wird. 



M(mg(f + T,)) = , x,^ = , %-Y 

Hat man diese gegenseitige 
Lage der Kurven f(t) und g{t) 
gefunden, so kann man f(t) oder 
g(t) um eine halbe Wellenlänge 
nach vorwärts oder rückwärts 
schieben und wird dann die 
f^ Kurven wieder in eine Lage ge- 
bracht haben, füi- welche x = ist. 
Wir gehen nun von einer 

solchen Lage x = , (Z> = -^ 
aus, und stellen die Phasenver- 
schiebung (P = -^ in einem Dia- 
gramm Fig. 27 durch den Vek- 
tor OÄ dar. Nunmehr wird f(t) festgehalten und g(t)^ ohne die 
Kurvenform zu ändern, gegen f(t) verschoben. Mag x zunächst 
positive Werte annehmen, so ninunt allmählich ab, bis ein Mi- 
nimalwert 0Q erreicht wird, der nicht gleich Null ist; dieser Lage 
entspricht der Vektor OB, 

Die effektive Phasenverschiebung kann also bei weiterem Ver- 
schieben der Kurven nicht negative Werte annehmen, wie es 
bei gleicher KuiTenform sein würde, sondern sie wächst wieder 
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von 0Q auf — ; letzterer "Wert wird erreicht, wenn g(t) um eine 

halbe Wellenlänge yerschoben ist. Darüber hinaus wächst (Z> weiter 
bis auf 7C — 0Q (Vektor OC), erreicht aber wiederum nicht den 

Wert jr, sondern kehrt auf -^ zurück. Während also die Kurven 

um eine volle Wellenlänge verschoben werden, wächst die effek- 
tive Phasenverschiebung nicht in einer Richtung um 2jr, sondern 
pendelt zwischen den Grenzwerten 0q und n — 0q hin und her. 
Die allgemeine Formel für den Verschiebungsfaktor erhält 
man aus 

(15) f{t) ^^aj^ sin {k(ot + a^), 

(16) ^(0=Äsin(A;a)< + (3j. 
Wird g(i) um den Betrag t verschoben, so wird 

g(t + t) ^2\ sin (Jcfat -^ kq) -\- ßj^, 
wo 

T <p 

T ■" 2« ist. 

M{mg{i + r)) = y2^*^* ^^' (^^ + '^*" "*)' 

Y ^«* h cos (ÄJqp + fo — «*) 

(17) • x^== ^i;^ 

Betrachtet man also den Verschiebungsfaktor als Funktion 
von 9, so sieht man, daß er als eine Fouriersche Beihe darstell- 
bar ist; d. h. K kann eine beliebige periodische Funktion von (p 
sein. Eine gewisse Einschränkung erfährt allerdings die Wülkür 
durch die Konvergenzbedingungen. Würde man z. B. die Be- 
dingung stellen, daß x durch eine Rechteckskurve dargestellt 
wird, so ist damit das Produkt a^j.^* '^^.ch Formel (19) S. 35 ge- 
geben. Diese Produkte kann man aber nicht in zwei Faktoren a^ 
und h]^ zerlegen, so daß auch die mit a^ bzw. 6^ gebildeten Einzel- 
reihen konvergieren. 

Wir kehren nunmehr zu der Aufgabe zurück, einen Anfangs- 
punkt für die wirkliche Phasenverschiebung von zwei beliebigen 
Stromkurven zu definieren. 

Die bisherigen Betrachtungen haben ergeben, daß am besten 
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diejenigen Lagen der Kurven definiert sind, för welche M(ab) « 
ist. Man kann diese Eigenschaft benutzen, um die gewünschte 
Definition zu geben. Schreibt man nämlich der M{ab) = ent- 
sprechenden Lage die wirkliche Phasenverschiebung 90® zu, so 
hat man a oder b aus dieser Lage um eine halbe Periode zu ver- 
schieben, um den beiden Kurven die der wirklichen Phasen- 
verschiebung Null entsprechende Lage zu geben. 

Eine solche Definition ist durchaus möglich und durchführbar, 
krankt aber an zwei tJbelständen : 

1. Die experimentelle Bestimmung der wirklichen Phasen- 
verschiebung wurde sehr umständlich und zeitraubend sein; sie 
ist nur durch Kurvenaufnahmen und Analysen der Kurven zu 
gewinnen. 

2. Die Definition versagt, sobald man es mit mehr als zwei 
Kurven zu tun hat. Um letzteres zu zeigen, fügen wir zu den 
Kurven a und b als dritte Kurve noch eine Sinuslinie hinzu, die 
die Gleichung 

s = Si sin cot 

habe, a, b und s mögen so zueinander liegen, daß die effektive 
Phasenverschiebung von a und 5, und von b und 5, 90® be- 
trägt: d. h. 

folglich muß: 

a^Sj cos ofj = 0, bj^s^ cos jSj = 0, «1 = 1^1 = "^ 
sein. Wenn also a und b die Form haben: 

00 

a ^ ttj^ sin (at + y) ^' ^ ^* ^^° (^^^ + "*)' 

ifczrS 

00 

6 = 5i sin (oDt + y) "^^h ^^ (^®^ + ßk)* 



* = 8 



so ist nach der obigen Definition auch die wahre Phasenverschie- 
bung zwischen a und s und zwischen b und s je 90®. Wenn es 
nun überhaupt einen Sinn haben soll, von einer wahren Phasen- 
verschiebung zu reden, so müßte nunmehr a und b in dieser 
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gegenseitigen Lage die wahre Phasenverschiebung Null habeu, 
d. h. wird z. B. b um eine halbe Wellenlänge gegen a verschoben, 
so müßte M{ahT) = sein. Die Ausrechnung ergibt aber: 

2 

M{ah t) = Y «8^3 cos (3 Y + (Sg — ofj) H , 

was offenbar durchaus nicht zu verschwinden braucht, weil die 
flfg, 63, aj, jSj, . . . vollständig willkürlich sind. 

Wir kommen also zu dem Schluß, daß die oben gegebene 
Definition eines Anfangspunktes der Phasenverschiebung nicht 
haltbar ist. Der Grund läßt sich kurz so ausdrücken: Sind 
a, 6, c drei Stromkurven, so mögen a und b durch Verschieben 
auf der Abszissenachse in eine solche Lage zu c gebracht werden, 
daß {ac) und (bc) nach der obigen Definition die wirkliche Phasen- 
verschiebung Null besitzen. Dann entspricht diese gegenseitige 
Lage von a und b im allgemeinen nicht der nach derselben De- 
finition gegebenen Phasenverschiebung Null von a und b. 

Diese Eigenschaft würde natürlich auch bei jeder anderen De- 
finition eines Anfangspunktes der Phasenverschiebung hervortreten. 
Man kommt somit zu dem Schluß, daß es bei Kurven ganz be- 
liebiger Form keinen Sinn mehr hat, von einer wirklichen 
Phasenverschiebung zu reden. 

Die im vorletzten Abschnitt geforderte Eigenschaft wird natür- 
lich auch von den effektiven Phasenverschiebungen nicht erfüllt. 
Wir wollen nach dem Vorgang von Russell^) den Beweis führen, 
daß die effektiven Phasenverschiebungen d)^, O^, O^ zwischen 
den Strömen a, Z>, c im allgemeinen nicht die Gleichung 

erfiallen. 

Teilt man eine Periode in n gleiche Teile und nennt die Or- 
dinaten in den TeilpuQkten 

a?i, OJg, . . . a?„ für die Kurve a, 



1) A. Russell a. a. 0, Bd. 1. S. 182 
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80 setzen wir zur Abkfirzrmg: 






^=v+v+---+v, 






■B = yi* + y»* + -" + y.*, 






C=xr,» + V + ••• + «„*, 






S = (yi«i+y»«» + "- + y»0. 






*?-(^i«i + «j^j + "- + ^«^»). 






f=(aiyi + «»y»+"- + a!,yJ. 






Dann ist: 






C08><l>„=/p, COS»<P^-p^^, cos»<I 


Y 


AB' 


Folglich ist: 






1 — cos* <P„ — cos* <I>g — cos* <Py + 2 cos <I>„ cos 


*/» 


cos (P = 


ABC—V-A.-n'B- 


f'C+2|i?f 



ABC 

Die linke Seite läßt sich nach Euler umformen in: 
[cos (Py — cos (a>„ + 0^'\ [cos ((!>„ — a>^) — cos (P^] = 

= 48in4-((P„+a>^+a>y)siny((P^+<Py~<P„), 

siny (a>„+ a>y- a>^)siny (a>„ + a>^- (Py). 

Der Zähler der rechten Seite ist gleich: 

;^{(^£-f*)(^C-V)-(-4|-i,?)*}. 

Weiter ist aber: 

AB-i^^ {x^y^ - x^y^y + (x^y^ — x^y^y + • • ., 

+ .(a?iy8-%yi)(^i^s-^3^i) + ---» 
und da allgemein 
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ist, 80 ist auch der Ausdruck auf der rechten Seite der Glei- 
chung ^ 0.^) 

Von den vier Sinus in dem Produkt auf der linken Seite der 
Gleichung müssen also entweder alle vier positiv sein, oder zwei 
positiv und zwei negativ, oder alle vier negativ. Für die weitere 
Diskussion ist nun zu berücksichtigen, daß die effektiven Phasen- 
verschiebungen stets zwischen und tc liegen. 

Sind also alle Sinus positiv, so muß 

und 

a>„ < a>^ + a>y, a>^ < (P^ + a>,, (Py<a>, + a>^ 

sein. 

Wäre andererseits der erste und zweite Faktor negativ, so 
müßte 

und 

sein, d. h. 



2%<0„+0^+0^<37t 

- TT < <z>^ + a>y - a>„ < 

7C<Q„<27t. 



Dies widerspricht aber der Voraussetzung, daß 0^ zwischen 
und TC liegen soll. Aus demselben Grunde ist es unmöglich, 
dafi alle vier Sinus negativ sind. Es bleibt also nur die erste 
Möglichkeit übrig, aus der der Schluß folgt, daß die Summe der 
drei effektiven Phasenverschiebungen kleiner als vier Rechte ist, 
und die Summe von je zweien niemals kleiner ist als der dritte. 

17. Die Darstellung mehrwelliger Ströme durch Dia- 
gramme. Die Darstellung von Wechselstromproblemen durch 
Diagramme bietet so viel Vorteile und wird in der Praxis der- 
artig häufig angewandt, daß wir uns die Frage vorlegen müssen: 
wie hat man Diagramme bei beliebiger Eurvenform anzusetzen, 
und unter welchen Bedingungen sind sie als genau anzusehen? 

Wir wollen bei beliebiger Kurvenform Diagramme unter zwei 
Voraussetzungen zu konstruieren suchen, die man nicht aufgeben 
kann *). 



1) Dies folgt auch schon daraus, daß der in Bede stehende Aus- 
drack das Volumen eines Quaders mit Kanten gleich der Längenein- 
heit darstellt. 

2) s. E. T. Z. 1903, S. 69. 
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1. Die Länge eines Vektors wird dem Effektivwert der Wechsel- 
große gleich gemacht, welche er darstellen soll. 

2. Besteht zwischen den Augenblickswerten a, 2», c von drei 
Wechselströmen die Beziehung 

c ^ a + b^ 

so ist der Vektor C als Diagonale des Parallelogramm es aus Ä 
und B darzustellen. 

Diese Festsetzungen genügen, um zu berechnen, welche Be- 
deutung im Diagramm der Winkel zwischen zwei Vektoren Ä 
und B hat. Aus dem Dreieck MBB (Fig. 28) folgt: 

R ^ C*-A^^B^ 
R cos<Z> ^1^^ 

Nun ist aber: » 

c2«a« + 62 + 2a}) 

und, wenn man die Mittelwerte bildet: 

(ß ^ A^ + B^ + 2M{ahy, 

dies eingesetzt, ergibt: 

(1) ^^'^--^s^' 

Der Winkel O im Diagramm wird also nach der Definition 
auf S. 52 gleich der effektiven Phasenverschiebung der Ströme, 
welche durch die Schenkel des Winkels im Diagramm dargestellt 
werden. Die zweite der oben aufgeführten Voraussetzungen ist 
damit identisch, daß man zwei Vektoren unter einem Winkel an- 
einander zu setzen hat, der ihrer effektiven Phasenverschiebung 
gleich ist. Damit wird aber überhaupt die Möglichkeit der Dar- 
stelluDg eines allgemeinen Wechselstromproblems durch ein Dia- 
granmi in einer Ebene hinfällig, Denn wenn <Z>^^, (P^^, O^^ die 
effektiven Phasenverschiebungen zwischen drei Strömen a, h, c 
bedeuten, so ist im allgemeinen, wie wir sahen (S. 63), 

Die bisherigen Betrachtungen genügen aber auch vollständig, 
um die Bedingung anzugeben, unter der drei Ströme durch drei 
Vektoren, die in einer Ebene liegen, dargestellt werden können. 

Um diese Bedingung zu finden, erinnern wir uns daran, daß 
die effektive Phasenverschiebung zwischen zwei mehrwelligen 
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Strömen nur dann gleich Null werden kann, wenn sie ähnliche 
Kurvenformen haben. Zwei Ströme mit verschiedenen Kurven- 
formen können also, gleichgültig wie sie zeitlich zueinander liegen, 
nie durch zwei in dieselbe Richtung fallende Vektoren dargestellt 
werden. Und umgekehrt: zwei Ströme, welche durch zwei in die- 
selbe Richtung fallende Vektoren dargestellt sind, müssen die 
gleiche Kurvenform haben. 

Wird also ein Strom mit dem Augenblickswert a durch einen 
Vektor OF dargestellt, so ist der Augenblicks wert eines Stromes, 
der durch einen in dieselbe Richtung fallenden Vektor OP' dar- 
gestellt wird, gleich Const * a zu setzen. 

Mit Hilfe dieses Satzes ist es nun leicht, die Bedingung dafür 
aufzustellen, daß drei Ströme durch drei in einer Ebene liegende 
Vektoren dargestellt werden können. Seien a^h^ c die Augen- 
blickswerte der drei Ströme, von denen wir voraussetzen wollen, 
daß ihre Vektoren in einer Ebene liegen. OF^ OQ^ OB seien 
diese drei Vektoren; zieht man durch B Parallele zu 0^ und 
OF^ welche die anderen beiden Vektoren in P' und Q' treffen, 
so ist 

Vektor OB = Vektor OF' + Vektor OQ' 

Vektor OF' habe den Augenblickswert ^a, 

Vektor Oß' „ „ „ «6, 

wo p und q zwei Konstante sein müssen. Folglich ist: 

(2) c ^ pa -\- qb 

die gesuchte Bedingung. D. h. drei mehrwellige Ströme lassen 
sich dann und nur dann durch Vektoren, die in derselben Ebene 
liegen, darstellen, wenn zwischen ihren Augenblickswerten 
eine homogene lineare Gleichung besteht. 

Besteht keine derartige Gleichung zwischen a, 6, c, so ist eine 
geometrische Darstellung nur möglich, indem man aus der Ebene 
heraustritt und die drei Vektoren Ä^ J?, C im Räume unter den 
Winkeln (Z>^j, (P^^, (P^^ aneinandersetzt. Daß ein derartiges An- 
einanderfügen im Raum stets möglich ist, folgt unmittelbar aus 
dem auf S. 63 abgeleiteten Satze über die effektiven Phasenver- 
schiebungen. 

Fügt man nun noch einen vierten Strom d hinzu, so kann 

Orlioh: die Theorie der Wechselströme. 5 
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derselbe im Baumdiagramm Ä, B^ C offenbar nur dann dar- 
gestellt werden, wenn der Augenblickswert d in der Form 

(3) d '^ pa + qh + rc 

dargestellt werden kann, wop, g, r Konstanten sind. D ist dann 
die Diagonale des Parallelipeds aus den Kanten pÄ^ qBj rG. Ist 
dagegen die Gleichung (3) nicht erfüllt, so gibt es für (2 keine 
Darstellung im Kaum. Hat man nämlich drei Vektoren von den 
Längen Ä, J?, C unter den Winkeln (P^^, <I>^^, 0^^ im Kaum 
zusammengefügt, so kann man einen Vektor von der Länge 2) 
so konstruieren, daß er mit Ä und B die Winkel 0^^ und 0^,^ 
bildet. Damit ist aber seine Lage bestimmt, und der Winkel 
zwischen C und D braucht im allgemeinen nicht mit der be- 
rechneten effektiven Phasenverschiebung 0^^ übereinzustimmen. 

Wir kommen also zu dem Schluß: selbst unter Zuhilfenahme 
des Baumes ist bei mehrwelligen Strömen eine allgemein gültige 
exakte Darstellung durch ein Diagramm nicht möglich. Wenn 
man trotzdem in diesen Fällen Diagramme zeichnet, so können 
sie die wirklichen Verhältnisse nur angenähert darstellen. Der 
Wert dieser angenäherten Darstellungen ist aber vornehmlich wegen 
der Anschaulichkeit immer noch so groß, daß man sie in der Praxis 
nicht entbehren kann. 

18. Schein-, Leistungs- und Querwiderstand. In nahem 
Zusammenhang mit der geometrischen Darstellung eines Wechsel- 
stromkreises durch ein Diagramm stehen Definitionen, die in der 
Praxis häufig gebraucht werden. ^) Diese Definitionen, von denen 
im folgenden die Bede sein soll, stützen sich auf die drei Größen, 
die verhältnismäßig leicht an einem Wechselstromkreise gemessen 
werden können, der effektiven Spannung F, der effektiven Strom- 
stärke / und der mittleren Leistung P. Man bildet: 

(1) * = 7 

und nennt s den Scheinwiderstand des Wechselstromkreises. 
Ferner wird: 

(2) r^-l 



1) Vgl. E. T. Z. 1909 S. 861. -Neuerdings ist die Bezeichnung 
„Querwiderstand" bemängelt worden (E. T. Z. 1911, S. 480); ein an- 
derer Vorschlag ist aber noch nicht gemacht. 
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der Leistungswiderstand und 

(3) 2 = ±y?37^ 

der Querwiderstand genannt. 

Diese drei Größen 5, r und g lassen sich aus den Formeln (l) —(3) 
stets berechnen, mag die Belastung so kompliziert zusammen- 
gesetzt sein, wie sie wolle ; die Kurvenformen können ganz beliebig 
sein. Es sei noch besonders hervorgehoben, daß in nur ganz 
wenigen Sonderfällen r mit dem Ohmischen Widerstand des 
Kreises identisch ist. 

Bedeutet q> die effektive Phasenverschiebung, so ist: 

(4) T^ 7Jcos(P, r/= 7cos<Z> 

zu setzen. Die Definitionen kommen also darauf 
hinaus, daß man einen Vektor von der Länge 
X^^^sJ (Fig. 29) in die aufeinander senkrechten 
Komponenten rJ und gj" zerlegt, wobei die 
Kathete rJ mit F den Winkel (P bildet. 

In einfachen Fällen kann man leicht die 
Größen 5, r, g aus den Eigenschaften des Strom- 
kreises berechnen. Wenn z. B. eine sinusförmige Spannung an eine 
Spule vom Ohmischen Widerstand B. und der Liduktivität L ge- 
legt wird, so ist offenbar 

Wird die Spule durch einen verlustlosen Kondensator C er- 
setzt, so ist: 

r == und 5 = a = —^ • 

Enthält der Belastungskreis eisenhaltige Spulen, so können 
derartige einfache Zusammenhänge nicht mehr aufgestellt werden. 

Zuweilen ist es bequemer, statt der drei Größen 5, r, g drei 
andere <y, ^, x einzuführen, die folgendermaßen definiert sind: 




(7) y, = zfY^r:r 
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Man könnte 

a den Schoinleitwert, 

Q den Leistungsleitwert und 

X den Querleitwert nennen.^) 

Zwischen diesen sechs Größen bestehen folgende Beziehungen 

(8) 50=1, 

(9) Q = ra^ oder r = qs^, 

(10) X = — qa^, q = — xs*. 

Sind Strom und Spannung sinusförmig, so kann man die 
symbolische Bezeichnungsweise anwenden. Dann gelten für die 
definierten Widerstände und Leitwerte die Beziehungen: 

(11) S = 3(^ + h), 

(12) 3 -=«((» +i>c). 

Es könnte nun so scheinen, als ob man mit Hilfe dieser 
Definitionen auch im allgemeinsten Fall eine strenge geometrische 
Darstellung einer Wechselstromverzweigung geben könnte. Wir 
wissen aber aus früheren Betrachtungen bereits, daß das unmög- 
lich ist, wollen aber an einem Beispiel zeigen, warum dies auch 
mit Hilfe der neu eingeführten Bezeichnungen nicht möglich ist. 

Dazu denken wir uns zwei beliebige in Eeihe geschaltete 
Wechselstromkreise. 

Die mehrwelligen Teilspannungen seien mit a und b (Augen- 
blickswerte), die Gesamtspannung mit c bezeichnet, so daß 

e=^ a + h 

ist. Ist ferner i der Strom, der beide Kreise hintereinander durch- 
fließt, so ist zu setzen: 

P, = M{ai) , P, = M{bi), P„ = M{ci) 

(13) P, + P,-P„, 

/■,.^ ^ S C- 



1) Diese Bezeichnungen sind nicht allgemein üblich. Nach einem 
Vorschlag von Steinmetz wird q die Konduktanz, x die Suszep- 
tanz genannt. In Deutschland hat man diese Benennungen vielfach 
bekämpft. 



Digiti 



zedby Google 



Schein-, Leistunga- und Qaerwiderstand. 69 



y}-^) ^«^7*' ^*""j«' ^c°^jr»' 



(16) q^'-ViJ^^^ i, = Vs,*-r,\ g^^yiTZr^*.. 
Aus (13) und (15) folgt, daß 

(17) r^ = r, + r, 

ist, d. h. der gesamte Leistuugswiderstand ist gleich der Summe 
der Teilleistungswiderstände. Für die Querwiderstände dagegen 
gilt dieser Satz im allgemeinen nichts d. h. gewöhnlich ist: 

(18) ?c + «„ + g6. 

Geometrisch ist dies folgendermaßen zu deuten. Wir legen 
(Fig. 30) zwei Dreiecke ABC aus 5^, r^, q^ und BEB aus 
h-i """hl ^b ^™ Punkte B so aneinander, daß 
J[(7||j?JB ist, dann muß im allgemeinen 
BEB um BE aus seiner Ebene so lange 
herausgedreht werden, bis AB = s^ wird. 
Es ist: 

AF^ r, = r^ + r^ 
und 

BF^q^^q^±q,. 

Aus früheren Betrachtungen können wir 
schließen , daß nur dann ö'^ = Ö'« ± Q^b ^s*> 
wenn i mit a, h und c in einer Ebene durch ein Diagramm dar- 
gestellt werden kann, d. h. wenn es sich in der Form darstellen 
läßt: 

i = Xa -\- |Li6, 

wo X und ^ reelle Konstanten sind.^) Durch die Eigenschaft (18) 
der Querwiderstände wird der Wert dieser Definitionen etwas 
beeinträchtigt. Trotzdem werden sie, ebenso wie die Darstellungen 
durch Diagramme, in vielen Fällen der Praxis mit großem Vorteil 
angewendet werden. 




1) Aus der Bedingung g'c = 9'a + Ö'ö ^^^^ ^^^^ ^^^ Gleichung ab- 
leiten : 

J\M\ah) — A^B^'\ = 2M(ab)M(at)M{bt) 

— Ä*M\bi) — B*M\ai), 

Dieser Gleichung wird genügt, wenn man i^s^Xa-]- ^b setzt. 
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Beispiel: Ein Strom i = 5 sin o^ -^ sin 3 o^ durchfließt hinter- 
einander eine Spule, deren Ohmischer Widerstand jR = 30 und 
deren Induktivität oX =»= 40 ist, und einen Kondensator, für den 

— — = 45 sei. Folglich ist die Teilspannung an der Spule: 

« 150 sin «^ + 30 sin 3cöt, 
+ 200 cos (0^+ 120 cos 3(0^ 
und diejenige am Kondensator: 

= — 225 cos G>^ — 15 cos 3©^ 
Demnach die Gesamtspannung: 
c='a + 6=«150sinc)^— 25coscö^ + 30 sin 3 o^ + 105 cos 3 oo^. 
Die Quadrate der Effektivwerte sind: 
J«=13, ^^=38900, ^^ = 25425, (7^ «17525 
und die Leistungen: 

P,»390, P,==0, P, = 390, 



folglich 



und 



r, = 30, r,=:0, r, = 30, 
sj = 2992, 5j« == 1956, 5/ == 1348 

g,«=2092, g/ = 1956, g/ = 448, 
Qa = 45,74 
Qö = 44,23 
q^-q^= 1,51, dagegen q^ =- 21,2. 



Dritter Abschnitt: 

Die Mehrphasenstrome. 

19. Die geometrl8Ch.e Darstellung von mehrwelligen 
If-Fliasenströmen. Wir denken uns n voneinander isolierte, im 
übrigen gleich geformte Spulen symmetrisch in einem Kreise an- 



Digiti 



zedby Google 



Geometrische Darstellung von n- Phasenströmen. 



71 



geordnet (Fig. 31) und einen Magneten NS, der sich um den 
Mittelpunkt des Kreises mit der Winkelgeschwindigkeit oo dreht. 
Die vom Magneten ausgehenden Kraftlinien schneiden die Spulen 
und erzeugen daher in denselben Wechsel EMKe^ die abgesehen 
von der Phase einander gleich sind; die Spannungen werden im 
allgemeinen mehrwellig sein; ihre Kreisfrequenz ist co. Wir setzen: 

(1) v.-m 

die JEMK in Spule 1, so werden die EMK in den folgenden 
Spulen: 

Eine derartig angeordnete Maschine heißt eine n- Phasenmaschine. 

Verbindet man alle Spulen hintereinander, A^E^-^ Ä^E^\ , , , 

Ä^E^j so entsteht ein geschlossener Stromkreis, in welchem die 

resultierende EMK 



(2) 



»1 + », H + v„ 




induziert wird. Nach Gleichung (4) 
auf S. 42 ist 

(3) v,=^n{f„it) + f,„H) + ...), 

WO f^{t) die Oberschwingung der 
Ordnung k bedeutet, d.h. es resultiert 
eine EMK der w- fachen Frequenz, 
welche in den Spulen Ausgleichsströme 
von ebenfalls der n- fachen Frequenz jig. jji. 

hervorrufen würde. Hat man also 

nicht die Gewißheit, daß in den Spannungen v^fV^^.. die nte Ober- 
schwingung fehlt, so empfiehlt es sich nicht, diese Polygon- 
schaltung anzuwenden. Man pflegt besser so zu schalten, daß die 
Punkte E^, E^ . , . E^ miteinander verbunden werden. Diese 
Schaltung wird Sternschaltung genannt. Die Spannungen 
zwischen je zwei aufeinanderfolgenden freien Enden A^ A^, 
-^2 -4g, . . . der Spulen, die sogenannten verketteten Spannungen, 
sind daher 

(4) 



^12 '^ ^1 — *'• 



2 » 



''28 



Durch Addition dieser Gleichungen findet man: 

(5) «'12 + t'23 + • • • = 0. 
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Da die y^g, i'23 . . . abgesehen von der Phase ebenfalls alle ein- 
ander gleich sind, so müssen wegen der Gleichung (5) in den 
verketteten Spannungen ^12» ^23 • • • ^^^ Oberschwingungen der 
Ordnung w, 2n, 3n, . . . fehlen, obwohl sie in t?!, Vj, . . . vor- 
handen sind. 

Sind die Stemspannungen v^^ v^ . . . v^ sinusförmig, so sind 
es auch die verketteten v^j, ^aa» • • • ^n ^^^ ^^® Phasenverschie- 
bung zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Spannungen beträgt 
2« 
n 

Für die Effektivwerte einwelliger Spannungen gilt die Gleichung : 

7,, = 2 Fl sin ^. 
Im Falle der beliebigen Kurvenform sei: 

Folglich ist: 

<7) ^(^i^2)==Y-^«*cos^ 

und die effektive Phasenverschiebung <I> zwischen t^ und i^i 

2^a| cos 

(8) -«<^=— ^^ 

oder 

, 2^a! sm — 
(8a) sm»-2- = — ^^;j 

2 9f 

kann je nach der Kurvenform größer oder kleiner als — sein. 

Dies erkennt man am einfachsten, wenn man eine Welle mit nur 
einer Oberschwingung der Ordnung k betrachtet. Dafür ist: 



(9) cos = 



2ä , , 2nX 
a? cos h ö; cos 



al + al 
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Mithin ist: 
(10) 



(P > — , wenn cos < cos — , 

2n 27cX 2% 

<. — , wenn cos - — - > cos — ist. 

Die Größe des Augenblicks wertes der verketteten Spannung ist: 

(11) v^i ^2a^ sin -^ cos (k(ot + ^ + «*) . 

Für die Eflfektivwerte von Stern- und verketteter Spannung 
findet man: 

(12) r\ ^ -\2al 

(13) 7^=^2^«j8m«^ 
und folglich nach Gleichung (8 a): 

(14) V,,= 2V,sm^- 

Je nachdem also, ob die erste oder die zweite Ungleichung (lO) 
gilt, ist das Verhältnis zwischen verketteter und Sternspannung 
größer oder kleiner wie bei sinusförmigen Spannungen. 

Aus den allgemeinen Betrachtungen über die Darstellung 
mehrwelliger Ströme durch Diagramme folgt unmittelbar, daß 
eine geometrische Darstellung von mehrwelligen n-Phasenströmen 
im allgemeinen nicht möglich ist. Die besonderen Voraussetzungen, 
unter denen eine solche Darstellung in der Ebene oder im Eaume 
statthaft ist, sind leicht anzugeben. 

Aus Gleichung (11) auf S. 40 folgt unmittelbar, daß sich die 
Spannungen 

., = ^(0, ., = ^(,^-|),...., = ^(, + (?LZLi)Z) 

in einer Ebene durch n gleichmäßig um den Mittelpunkt M ver- 
teilte Radien darstellen lassen, wenn sie nur Oberwellen der Ordnung 

Jc=^hn+1 (Ä = 0, 1, 2 . . .) 

enthalten. Dies wird bestätigt durch die Berechnung der effek- 
tiven Phasenverschiebung 0^ zwischen 

v, = f(t) und v,^,=f[t + ^-^. 
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Es wird 



Zal coa ^a|cos(2Äi« i 1 



^ ,. , ,. , 2X3r 
COS 01 = =r-i = =-i = COS ' 

d. h., effektive und wirkliche Phasenverschiebung sind einander 
gleich. 

Wir wollen nun die Frage erörtern, wann n Spannungen be- 
liebiger Kurvenform 

% = /•(<), ^. = /•(< + !), •••^« = /•(' + ^2') 

im Räume durch Vektoren dargestellt werden können. Da die 
effektive Phasenverschiebung zwischen je zwei aufeinanderfolgen- 
den Spannungen stets dieselbe Größe hat, so sind nur zwei An- 
ordnungen der Vektoren möglich. Entweder sie bilden eine sjm- 
metrische, gerade, n-seitige Pyramide. Oder, falls n gerade ist, 
es werden zwei solche mit den Spitzen aneinander stoßende Py- 
ramiden gebildet, von denen jede nur — Seiten hat; die Kanten 

der Pyramiden sind gegeneinander versetzt, so daß» sie die gemein- 
same Achse der Pyramiden symmetrisch umgeben. 

Wir betrachten zunächst den ersten Fall. Eine w-seitige ge- 
rade Pyramide kann stets derart konstruiert werden, daß man 
sich in einer Ebene ein reguläres w-Eck zeichnet und im Mittel- 
punkt desselben eine Senkrechte errichtet. Die radialen Vektoren, 
welche vom Fußpunkt der Senkrechten zu den Ecken des Poly- 
gons laufen, seien: 

(15) ?i = 9>(0, *,=-g>(< + ^),... 

Wir wissen, daß die ^ nur die Oberschwingungen der Ordnung 
Jin -^1 enthalten können. Die Senkrechte im Mittelpunkt stellt 
eine Spannung 

(16) ^ = t/^(0 

dar, welche mit allen Spannungen 5JJ die effektive Phasenver- 
schiebung — bildet, d. h. 

Das ist offenbar nur möglich, wenn in ^ nur Teil wellen vor- 
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kommen, die in $ nicht enthalten sind. Die gesuchten Vektoren, 
welche die Kanten der Pyramide bilden, sind also: 

(17) m=<p{t)+^{t). 

Eine andere Phase von f setzt sich aus der entsprechenden von 
<p und demselben Vektor i|; zusammen, d. h. 

(18) f(t + '-l)^^(t+'-I-)+^it). (i=l,2...) 

IT 

Setzt man andererseits in Gleichung (17) t -] an die Stelle 

von f, so ergibt der Vergleich mit Gleichung (18): 



*('+V" 



'?)-*(') '-'.si 



T 

il; hat also die Periodendauer — 
^ n 

Die Spannungen v haben somit Oberschwingungen mit den 

Ordnungszahlen : 

hn — 1 hn hn + 1 (ä = 0, 1, 2 . . .) 

Ist n gerade, so ist, wie oben erwähnt, eine zweite Anordnung 
möglich. Wir können uns diese in der Weise entstanden denken, 
daß wir den Vektor ^ auf einer auf der Grundfläche errichteten 
Senkrechten nach beiden Seiten abtragen und die Ecken des in 
der Grundfläche liegenden w-Ecks abwechselnd mit dem Endpunkt 
von + ^ und — ^ verbinden. Es wird also 



(19) 






In diesem Falle muB also 

IT 



^{t+-^)-±^{t) 



sein, wo das positive Zeichen für gerade ^, das negative für un- 
gerade X gilt, tf; enthält also die Oberschwingungen der Ordnung 

Ä-g- (für Ä ■" 1, 3, 5 . . .), und f setzt sich aus den Teilwellen 
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und 



hn+1, Ä = 0, 1, 2 



Ä'-J Ä'=l,3,5 



zusanunen. 

Mit diesen Ergebnissen stimmen auch die Folgerungen, die 
sich aus der Formel für die effektive Phasenverschiebung zweier 
aufeinanderfolgender Spannungen ergeben. Für den Fall der ein- 
fachen Pyramide (n ungerade) ergibt sich, da 

für Ä = Äw + 1 cos « cos — und 

— n n 

für k=^ hn cos = 1 ist. 

n 

oder 

cos <I> = cos h 2sm^ \ , '" , 

d.h. a>< — . 

n 

Im Fall der Doppelpyramide ist dagegen: 

n 
~2 



für Ä = Ä^ (Ä= 1,3,5...) cos^^ 1 



COS <P = cos 2 cos 



n w a} + 

und 



n 



Damit sind alle Möglichkeiten erschöpft; bei anderen Kurven- 
formen ist eine geometrische Darstellung von n der Phase nach 
gleichmäßig verteilten Spannungen nicht möglich. 

Beispiel: Ein Vierphasenstrom ist in einer Ebene durch zwei 
aufeinander senkrecht stehende Gerade darstellbar, wenn er nur 
die Oberschwingungen der Ordnung 4w + 1? d. i. der Ordnung 
1, 3, 5, 7, 9 . . . enthält. Treten noch die Oberschwingungen der 
Ordnimg 4, 8, 12 . . . hinzu, so sind die Ströme durch eine ge- 
rade vierseitige Pyramide darstellbar. Treten dagegen zu den 



Digiti 



zedby Google 



Der Drehstrom. 77 



nngeradzabligen Oberwellen diejenigen der Ordnung 2, 6, 10 . . . 
hinzu, so werden sie durch zwei mit der Spitze aneinander stoßende 
stumpfe Winkel dargestellt, deren Ebenen aufeinander senkrecht 
stehen. Enthalten die Ströme gleichzeitig die Oberschwingungen 
der Ordnung 2, 4, 6, 8, ... , so ist eine geometrische Darstellung 
weder in der Ebene noch im Baume möglich. 

20. Der Drehstrom. Der in der Praxis am häufigsten ge- 
brauchte Mehrphasenstrom ist der Drehstrom, far welchen n = 3 
ist. Aus unseren allgemeinen Betrachtungen ist zu folgern, daß 
die Ströme 

(1) v,^m, t,, =/•(<+!), v,^f{t+^-f) 

geometrisch sich stets durch eine dreiseitige Pyramide darstellen 
lassen, die nur dann sich zu einer Ebene streckt, wenn f die 
Oberschwingungen der Ordnung 3, 6, 9, . . . 
nicht enthält. In letzterem Falle wird die 
effektive Phasenverschiebung gleich der wirk- 
lichen, d. i. 120^ Im ersteren dagegen ist sie 
kleiner als 120^ 

Drehstrommaschinen pflegen in Stern 
geschaltet zu werden; die Stemspannungen 
können die 3., 9., . . . Oberschwingung ent- 
halten, die Summe der Augenblicks werte 
der Stemspannungen braucht nicht zu ver- 
3chwinden. Die verketteten oder Dreiecksspannungen hängen mit 
den Stemspannungen durch die Gleichungen zusammen: 

d,]i, v^ + v,+ v^ = 0. 

Die verketteteo Spannungen können also die Oberschwingungen 
der Ordnung 3, 9 . . . nicht enthalten, sie sind durch ein ebenes 
Dreieck darstellbar. Sämtliche Spannungen lassen sich stets durch 
eine gerade, dreiseitige Pyramide (Fig. 32) darstellen, deren Höhe 
den Strom i/;(<) repräsentiert. Kürzt man wieder ab: 

a^ sin (kcot -f aj^ = /J^, 
so sind die durch OÄj OB^ OC dargestellten Spannungen: 
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f«'l = fl + /6+/"7 + /u + 


(3) 


^a = % (< + y) *'ni 


ferner 




(4) 


t(<) -/«+/» + •• 



2r\ 



folglich die durch MÄ, MB, MC dargestellten Stemspanntingen: 

(«1 =/i + /i + /'5+ /t + /« + ••• 

Die Effektivwerte sind: 

y? = i-(«J + aJ + a; + ...) 



(6) 



y! = |(a; + aj+aj + 



und 

(7) Vi =Vl+WK 

Die verkettete Spannung ist: 
folglich 

(8) y;_i-7A-'F'. 

Im allgemeinen ist also die Stemspannung größer als das Produkt 
aus verketteter Spannung und )/3 . 

Im folgenden mögen einige dem Drehstromsystem eigentüm- 
liche Beziehungen abgeleitet werden. 

I. Die Strom- und Spannungsverteilung in einem induktions* 
los belasteten Drehstromsjstem. 

Ein Drehstromsystem, dessen verkettete Spannungen t?^, v^, v^ 
beliebig verzerrt sein mögen, sei entweder in Dreieck oder in Stern 
durch Widerstände belastet. 

a) Belastung in Dreieck. Sind r^^r^^yV^ die drei Wider- 
stände, so gelten folgende Gleichungen (s. Fig. 33): 
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(9) h '^K-h^ *2 ==- L — «c» *8 •* h - Ly 

(10) h + h + h-0, 

(11) i,r, + nr, + i^r^ = 0. 

Da zwischen sämtlichen i's lineare Gleichungen bestehen, so 
sind sie alle durch ein in einer Ebene liegendes Diagramm dar- 
stellbar (Fig. 34) (vgl. S. 65). Aus diesem ergibt sich: 

AD ÄO sin AOC 



und da 



BD BOsmBOC 

sin AOC Vf, 

sin BOC^v~ 



K^'h^a 





Pig. 88. Fig. 84. 

ist also der Schwerpunkt der Punkte A^ B^ C7, wenn maa 
sich in ihnen die Massen r^, r^, r^ konzentriert denkt. Daraus 
ergibt sich eine einfache Methode, das Diagramm der Ströme zu. 
konstruieren. 

Legt man durch den Schwerpunkt eine Achse senkrecht zur 
Zeichenebene, so ist dies bekanntlich die Achse für das kleinste 
Trägheitsmoment. Da letzteres die Größe i^'^'a + *6*^6 + ^c'^'c 
hat, so besagt dieser Satz, daß die Ströme sich so verteilen, da^ 
ein Minimum von Energie verbraucht wird. 

Die analytische Berechnung ergibt aus Gleichungen (9) u. (ll) 

h^ = io* + V - 2 »o«6, iaW = hW + hW + Sichren- 

Eliminiert man daraus ijf, und geht zu den Mittelwerten über^ 
so erhält man: 

(12) J,\r, = (J,\ + JX) (r, + O - JjrJ 
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und zwei analoge Gleichungen, welche gestatten, die Phasenströme 
J^J^J^ aus den Dreiecksströmen J^J^J^ zu herechnen. 
Die Summe dieser Gleichungen ergiht: 

Andrerseits folgt aus (11) und (9) 
oder: 

Quadriert man und berücksichtigt, daß: 2fg?3 = *i^ ~" h^ — *3^ 
ist, so ergibt sich: 

(15) J,\r^ + *•,+ O»- Wr, + J,V,)(r, + r,)- J-,«r,r,. 

Diese und zwei analoge Gleichungen erlauben, die Dreiecks- 
atröme Ja*^b*^c *^ ^®^ Phasenströmen J^J^J^ zu berechnen. 

Sind die drei Widerstände einander gleich r^ =^ r^ = r^^ so 
vereinfachen sich die Gleichungen in: 

(12a) 7,»=2W + 7.^-J•,^ 

(15a) 9JJ = 2W + Jz) - «^1*. 

(13a) 7,« + 7,» + 7,« = 3(7,» + J,» + 7/) 

und daraus die eigentümliche Beziehung^): 

(16) J^^ + /,* + ^3* = 9(// + // + /,*). 

b) Belastung in Stern. Seien \^ k^^ k^ die Leitwerte^) 
der drei Zweige zum Stempunkt, so gelten folgende Gleichungen: 

(17) —v^ = v^-v^, -n = «^i — ^3» -Vc = «'2 — «^1» 

(18) v^ + v, + v^ = 0, 

(19) v^\ + v^k^ + VjÄj = 0. 

Vergleicht man dieses Gleichungssystem mit den Gleichungen 
(9), (10), (11), so folgt, daß alle unter a) abgeleiteten Sätze 
Formeln bestehen bleiben, wenn man ersetzt: 



1) A. RuBsell, a. a. 0. Bd. 1, S. 230. 

2) Reziproke Widerstände s. S. 68. 
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ir 12 3 abc 
dnrch vk abc 123 

und bei der Yerandening der Indices 12 3 in abc das Vorzeichen 
ändert. 

Mithin besteht das Diagramm der Spannungen aus einem Drei- 
eck mit den Seiten F^, F^, F^; man sucht den Schwerpunkt der 
Ecken des Dreiecks, wenn in ihnen die Massen Xr^, A'^, k^ kon- 
zentriert sind. 

Zwischen den Stern- und Dreiecksspannungen bestehen ent- 
sprechend den Gleichungen (12) und (15) die Beziehungen: 

(20) rjk,k, = (7,»*i + V,%)(k, + fe,) - F,»*,», 

(21) r,\k, + fc. +»,)»- ( v,% + v,n;)ik, + *,) - vjk,k„ 

und wenn die drei Leitwerte einander gleich sind entsprechend 
den Gleichungen (12a), (15a), (I3a) und (16): 

(20a) C = 2(7,»+7,»)-V, 

(21a) 9 F,» = 2(F»« + F/) - Vj, 

(22) VJ + r* + F,» = 3(F,» + F,* + F,«), 

(23) F„* + r* + F,* = 9 ( Fl* + F,* + F,*). 

n. Die Beziehungen zwischen den Spannungen in einem ver- 
zerrten Drehstromsjstem. 

Die folgende Aufgabe werde nur für einwellige Spannungen 
gelöst; wir bedienen uns daher der symbolischen Bezeichnungs- 
weise. Ist in einem vollkommen symmetrischen Drehstromsystem 
SS^ eine Stemspacnimg, so sind die übrigen beiden darstellbar in 
der Form: ^^ ^. _^. 

(24) S2 = «i« ' , »8==«l^ * =»1^ ' • 

Es mögen nun, sei es durch ünsymmetrien der Greneratoren, 
sei es durch ungleichmäßige Belastung, die Sternspannungen nach 
Größe und Phase nur geringe Änderungen erfahren. Es fragt sich 
dann, wie groß die entsprechenden Änderungen der Dreiecksspan- 
nungen werden. 

Die veränderten Stemspannungen seien: 

(25) ^,'-=^,(l + ^)e^\ 
S3'=S83(l+(y,)e>'». 

Orlioh: die Theorie der Wechselströme. 6 
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Die d geben also die prozentische Änderung der Größe der 
Spannungen, die s die Größe der Phasenabweichungen nach vor- 
wärts. Die d und s mögen so klein sein, daß man nur die linearen 
Glieder beizubehalten braucht. D. h. 

Die Dreiecksspannungen seien SS^» ®ö> ®c- Dementsprechend 
werden die verändeiien Dreiecksspannungen gesetzt: 

und zwei analoge Gleichungen; die d^ und s^ sind zu berechnen. 
Es ist nach Gleichung (17) 

«;=«/- ©/= «1 - »2 + (^1 +Jh)^i - (^ +Jh)^2' 
Wird zur Abkürzung 

(26) d+je = ri 
gesetzt, so wird: 

und 

Aber aus Gleichung (24) folgt: 

SB^ +3 _ 1 + e^ _ _ e^ +e ^ _ _ ^^"T _ J_ . 

Daher 

(27) Vc-'Y (^'i + ''») + ^ (^» - *»») 
und wenn man die Bedeutung von iy einsetzt: 

(28) d^ = l(d, + d,)-^(*,-e,), 

(29) ,^=I.(,^ + ,^)4-_l^(5^_d,). 
Kann man voraussetzen, daß auch 
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ist, so findet man umgekehrt: 

(30) Vi=Y ^1» +''«)- ^ ^"l" - ''«) 

und daraus die entsprechenden Gleichungen für die d und e. Die 
E sind im Bogenmaß einzusetzen. 

21. Die Leistungsberechnung von Mehrphasenströmen. 

Es mögen w Leiter einen w Phasenstrom von der Erzeugungsstelle 
zur Verhrauchsstelle führen. An einer Stelle der Übertragung 
denken wir uns einen Querschnitt durch das Leitersystem. Li 
jeder Leitung mag der Augenblicks wert des Stromes in der 
Richtung von der Erzeugungsstelle zur Verbrauchsstelle positiv 
gerechnet werden. Die gesamte Strommenge, die in einem kleinen 
Zeitteilchen durch die Querschnittsebene fließt, muß Null sein; 
denn sonst müßte sich irgendwo in einem Kondensator eine Elek- 
trizitätsmenge ansammeln, ohne daß in der gegenüberliegenden 
Belegung die gleiche Menge mit entgegengesetztem Zeichen vor- 
handen wäre. Sind also % , *2 ' • • • *« ^^® Augenblickswerte der 
Ströme in den einzelnen Leitern, so muß 

sein. Man kann sich daher, ohne das Stromsystem in elektrischer 
Beziehung zu ändern, noch einen beliebigen stromlosen Leiter 
hinzudenken, der die Rückleitung sämtlicher Ströme *i, «2, ... *„ 
darstellt. Rechnet man die Stromrichtung in diesem hypo- 
thetischen Leiter entgegengesetzt derjenigen der übrigen w Leiter, 
so kann man das ganze Stromsystem in n einzelne Schleifen auf- 
lösen; jede dieser Schleifen besteht aus einem der ursprünglich 
vorhandenen Leiter des w Phasensystems und dem hypothetischen 
Rückleiter. Letzterem kann man eine beliebige Spannung gegen 
Erde erteilen, ohne das Stromsystem zu stören; seien v^q, v^q, - . . 
v^Q seine Spannungen gegen die w Leiter des w Phasensystems. 
Dann sind die Leistungen, die in den einzelnen Stromschleifen 
verbraucht werden: 

ilf (t;io«i), M(v^oi^), . . . itf^oO 

und daher die gesamte im w Phasensystem verbrauchte Leistung: 

P = M(v,Qij^ + v^Qi^ + • • • + t?«oO- 

Die Lage und Spannung des hypothetischen Leiters ist, wie 

6* 
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gesagt, ganz beliebig. Man kann ihn z. B. nacheinander mit den 
Leitern 1, 2, 3, ... zusammenfallen lassen, und erhält dadurch 
die folgenden Formeln fOr die Leistung: 

P = -^"(^21*2 + Vgiij + • • • + v„^ij, 



(1) 



WO die Vjj» ^18» • • • <iiö verketteten Spannungen des Systems sind, 
und zwar positiv zu rechnen in ßichtimg der Indexfolge. 

Die Formeln (l) enthalten auf der rechten Seite je n — 1 
Glieder. Man kann also durch eine verhältnismäßig einfache, leicht 
auszuführende Schaltung die Leistung eines beliebigen n Phasen- 
systems durch n — 1 Leistungsmesser messen. 

Es möge ein symmetrisches n Phasensystem gleichmäßig be- 
lastet werden, d. h. mathematisch ausgedrückt, die Effektivwerte 
der Spannungen zwischen zwei aufeinander folgenden Leitern sind 
einander gleich, ebenso die Effektivwerte der Ströme in denselben 
Leitungen; die Phasendifferenz zwischen je zwei aufeinanderfolgen- 

T 
den Spannungen und Strömen ist • Dann kann man natürlich 

auch n Spannungen 

gegen einen gedachten Nulleiter ausfindig machen, die ebenfalls 
die eben genannten Eigenschaften haben. Der Augenblicks- 
wert der Leistung ist: 

Ist 

v^Q = ^% sin (koDt -\- cfj , i^ = Sbj^ sin (kat -{- ßj^)^ 
so wird: 

^10*1 = SS aj^bf^ sin (ko)t + a^) sin (ho)t -f ß^) = 

k h 

= — ^^X^[cos((Ä:- Ä)Q>f + «*— ßt) - 
^ * Ä 

-cos((Ä + Ä;)a)^+a,+ /3j]. 

Beschränken wir uns auf den praktisch wichtigsten Fall, daß 
in V und i nur ungeradzahlige Oberwellen vorhanden sind, so 
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sind Tc — h und h -\- h gerade Zahlen. Die Summe der rechten 
Seite enthält also erstens eine Beihe nicht periodischer Glieder 
(nämlich, wenn Ä = Ä ist) und eine Fouriersche Beihe mit nur 
geradzahligen Oberschwingungen; d. h. 



^10*1 



Y^^kh cos (a* - ß^;) +^52*(0- 



T 
Setzt man in diese Gleichung t -] an Stelle von <, so erhält 



man: 



«^20*2 = Y^«*^* cos (a;t -- ßi)+^s^jt{t + -) . 
Führt man diese Substitution n mal aus und addiert, so folgt 



Ä = * 



Ist n ungerade, so muß nach Gleichung (4) auf Seite 42 die 
Doppelsumme auf der rechten Seite verschwinden, weil in der 
Fourierschen Beihe nur Glieder von geradzahliger Ordnung vor- 
kommen. Daraus ergibt sich der interessante Satz, daß imter den ge- 
machten Voraussetzungen auch der Augenblickswert der Leistung 

nicht periodisch, sondern konstant ist. 

Die Gleichung (l) auf das meistgebrauchte Mehrphasen- 
system, den Drehstrom, übertragen besagt: die Leistungsmessung 
eines gewöhnlichen Drehstromsystems ist durch zwei Leistungs- 
messer ausführbar, die eines Drehstromsystemes mit Eückleitung 
zum Stempunkt der Maschine (4 Leitersystem) dm*ch drei Lei- 
stungsmesser. Die Gleichungen für die Drehstromleistungen lauten: 



(2) 






Die auf diesen Gleichungen fußende Anordnung der Leistungs- 
messer, die in Fig. 35 dargestellt ist, pflegt als Ar on sehe Schaltung 
bezeichnet zu werden. 
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III. Die Mehrphasenströme. 



Führt man wieder die Bezeichnung ein 



^12 = ^c 



«^28 



«^81 



SO erhält man durch Summierung die bei Zählerkonstruktionen ^) 
häufiger gebrauchten Gleichungen: 



(3) 



- ^iih - i») (^c - ^*) + (^ - ^) K - %)l 



Es mag noch der Spezial- 
fall hervorgehoben werden, 
daß alle Spannungen und 
Ströme sinusförmige Kurven 
besitzen und Spannungen wie 
Belastungen symmetrisch ver- 
teilt sind. Dann kann man 
die Ströme und Spannungen in 
einem Diagramm nach Fig. 36 



jJIa 



T" 

ij3 



■4^ 



h3 




. Fig. 85. 

darstellen. Ist die Belastung induktionsfrei, so sind die Spannungen 
^19 ^2' ^8 ^ Pbase mit ^'i, ig, ^; sind k und (i die Ausschläge 
der Leistungsmesser in der Aronschen Schaltung und bedeutet C 
die Wattmeterkonstante, die für beide Apparate dieselbe sein 
mag, so ist zu setzen: 

Ck = M(vJi) = 7/ cos 30®, Cfi = M{— v^^i^) = F7cos 30^ 
Ist dagegen der Leistungsfaktor der gleichmäßig verteilten 



1) Über Zählerschaltungen für Vierleitersysteme s. E. T. Z. 1907. 
S. 71. 
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Belastung cos 9, so ist das Spannungsdiagramm gegen das Strom- 
diagramm um den Winkel 9 zu verdrehen und es wird: 

Ck = 77 cos (9 - 30«), C(i = VJcos (9 + 30«) . 

Also die Gesamtleistung 

C{k + ^) = 2 TV cos (p • cos 30« = Ys V.J, cos g). 

Andrerseits ist: 

CQi — ^) = 2 FJ" sin 9 sin 30« 

und durch Division: 

^ = tg9,tg30« 
oder 

Diese in der Praxis viel gebrauchte Gleichung ist deswegen 
von Interesse, weil sie die Phasenverschiebung aus zwei Leistungs- 
messungen ergibt, ohne daß man Strom und Spannung zu messen 
braucht. Sie ist aber im allgemeinen nur för Sinusströme gültig. 
Da die Frage mehrfach in der Literatur erörtert worden ist, ist 
es vielleicht von Literesse festzustellen, wann die Formel (4) auch 
für mehrwellige Ströme gilt. 

Seien: 

v^ = ^a^ sin (Jco)t + ccj^) , 

(5) < v,^2a,^m(jca>t + a,+ ^) (A; = 1, 5, 7, 11 , . . .) 

^c =^aj^sm (hat + aj^ + -~j , 

die Dreiecksspannungen und: 

i^=^4sin(Ä:a)^-|-/3j), 

(6) < *6=Äsin(Äa)^-hß,-|- ^) (;k=i,3,5,...) 

*c = Ä sin (ä©^ -f (3^ - -g'') , 
die Belastungsströme. Dann ist: 
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«1 = ig — i^ = ^2 hj^ sin — cos (kcDt -\- ßi-\- Jen) 
und 

ig = i^ — ig = ^2\ sin -^ cos (ä©^ + /^* "" x) * 

Setzt man zur Abkürzung y^ = «* — jS^, so erhält man für 
die Wattmeterausschläge : 

Ck = M(v^^) ^^a^h^ sin -f sin (-^ + y^) , 

C(i = -af (- v^ii) ^^aj^hf, sin ^ sin (-|^ - y^ ) 
und daraus: 

(7(A + |i*) = 2^aj.&jt.sin^ — cosy^^ 

U. (fc=l,5,7,ll,...) 

(7(i - ^) = ^a^Ji sin -y- sin y^ 

(7) ys ?L^ = a.Mmy, -a.ft,6iny, + a,&,8iny, -■ ■ • _ 

^ ^ '^ ^ + ^ Oi&iCOSyi -fajöjcosyj 4-a7&7C08y7 -| ^^ 

Es fragt sich, ob der so berechnete Winkel t/; mit der effektiven 
Phasenverschiebung übereinstimmt. Es werde zur Abkürzung ge- 
setzt: 

i^=ai6iCosyi + Ojftgcosyg + ..., 
so ist: 

2 1 N^ 

wo 

Z« = a^%^ + a^\' + 2 ai &i 05 &5 cos {y^ + yj + 

+ 2a, 610767 cos (y7-yi) + ... 
ist. 

Andrerseits ist die effektive Phasenverschiebung (P definiert 
durch: 

cos = -^-i == ^ : 

Darin ist Y* die Abkürzung für 

(9) r« = (a,« + a6» + ...)(V + V + --0- 
(P und 1/; sind also einander gleich, wenn 

(10) Z« = r« 
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ist. Durch Einsetzen der Reihen ergibt sich: 

Da auf der rechten Seite nur positive Glieder stehen, so kann 
Gleichung (10) nur erfüllt werden, wenn: 

«1 : Ob : 07 • • • = &i : 65 : 67 • • • 

&8 = ^9 = -"O, 

71 = y? ** ri8 = • • * 
= — 76 yii = • • • 

Es müssen also die Amplituden von Strom und Spannung in 
gleichem Verhältnis stehen; trotzdem sind aber die Kurven wegen 
der Beziehungen, die zwischen den Phasenwinkeln der Teilwellen 
bestehen, nicht einander ähnlich. 



Vierter Abschnitt. 
Die Hautwirknng bei Wecliselströmeii. 

22. Die Definition des Wecliselstromes bei ungleich- 
mäßiger Stromverteilung. Fließt ein Gleichstrom durch einen 
zylindrischen Leiter, so verteilt er sich im allgemeinen gleich- 
mäßig über den Querschnitt des Leiters. Anders bei Wechselstrom. 
Das Stromsystem, zu welchem der stromdurchflossene zylindrische 
Leiter gehört, erzeugt ein magnetisches Feld, welches auch die 
Stromleiter selber durchsetzt. Betrachtet man nun in einem und 
demselben zylindrischen Leiter zwei parallel verlaufende sehr dünne 
Stromfäden, so tritt im allgemeinen zwischen diesen beiden ein 
magnetisches Eeld hindurch. Da dieses ein Wechselfeld ist, so muß 
in dem einen Stromfaden eine größere EMK induziert werden, als 
in dem andern. Die Folge davon ist, daß in den beiden Strom- 
fäden Ströme fließen, die im allgemeinen nach Stärke und Phase 
voneinander verschieden sind, oder anders ausgedrückt: ein Wechsel- 
strom verteilt sich ungleichmäßig über den Querschnitt des Leiters. 

Es fragt sich, ob man unter Berücksichtigung dieser Ungleich- 
mäßigkeit schlechtweg von einer „Stromstärke im Leiter" sprechen 
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kann, bzw. wie man sie zu definieren hat. Um dazu zu gelangen, 
führen wir den Begriff der Strom dichte ein: fließt durch das Quer- 
schnittselement dq der Strom di^ der bei der Kleinheit von di als 
gleichmäßig verteilt über dq angesehen werden kann, so ist: 

die Stromdichte; sie ist also als Stromstärke pro Querschnitts- 
einheit definiert; ihr Augenblicks wert ist von Punkt zu Punkt 
des Querschnittes nach Stärke, Phase und Kurvenform verschieden. 
Wenn nun von der Wechselstromstärke i schlechtweg, die den 
Leiter durchfließt, gesprochen wird, so wollen wir darunter die 
gesamte durch den Querschnitt Q des Leiters fließende Strom- 
menge verstehen. D. h. durch 

(2) i =fsdq 

Q 
ist der Augenblickswert der Wechselstromstärke definiert. Führt 
man, wie auf Seite 6 eine analoge Bezeichnung für den Mittel- 
wert der Stromdichte über den Querschnitt ein, so erhält (2) die 
Form: 

(3) i = QM^is). 

Für die so definierte Wechselstromstärke gilt dann offenbar 
der erste Kirch hoff sehe Satz, wonach in einem Knotenpunkt 
einer Stromverzweigung in jedem Augenblick die Summe der 
zufließenden Ströme gleich der Summe der abfließenden Ströme 
ist. Demnach wird auch die Summation zweier nach Gleichung (3) 
definierter Ströme ebenso ausgeführt, als ob es sich um gleich- 
mäßig verteilte Ströme handelt. 

Aus dem so definierten Augenblickswert bildet man weiter 
nach Gleichung (4) auf S. 7 den Effektivwert: 

(4) J^^M,(i')^Q'M,M^\s), 

Nun hatten wir gesehen (S. 66), daß man die Wärmeentwick- 
lung in einem Stromleiter 

(5) P^J'B^ 

setzt, wo man R^ den Leistungswiderstand nennt. Wäre die 
Stromverteilung gleichmäßig, so wäre für einen einzelnen zylin- 
drischen Leiter R^ gleich dem Ohmischen Widerstand. Bei un- 
gleichmäßiger Stromverteilung ist dies aber nicht der Fall. 
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In einem Stromfaden von der Länge 1 und dem Querschnitt 
dq wird zeitlich die mittlere Wärme: 



^,(äi'-^)-^,(.^'<'dq) 



entwickelt, wo c den spezifischen Widerstand bedeutet. Sunimiert 
man über den ganzen Querschnitt, so ist die in einem Leiterstück 
von der Lange 1 entwickelte Wärme: 

(6) P = afM,(s^)dq ^ Q<sM^M,{s^) . 

Durch Einsetzen der Werte aus (4) und (5) folgt also: 

Nun ist aber: 
(8) i?.= | 

der Ohmische Widerstand des Leiterstückes; (7) läßt sich daher 
auch schreiben: 

^^^ B, M,M^{s) 

Diese Gleichung bringt allgemein zum Ausdruck, wie durch 
die verschiedenen Mittelbildungen nach der Zeit und über den 
Querschnitt, sich der Leistungswiderstand vom Ohmischen unter- 
scheidet. Hat man es mit ein welligen Strömen zu tun, so kann 
man die Stromdichte® durch die symbolische Methode ausdrücken: 

(10) @ = « + »i, 

wo 21 und 95 reell sein sollen; dann ist: 

M,{s^) ^A^ + B^ 
und daher 

^ ^ -Bo M${A) + Mf{B)' 

Nun haben wir aber auf S. 47 bewiesen, daß allgemein 
yM{A^) ^ M{A) ist; folglich ist allgemein: 

(12) i2,^i2o. 

Der Leistungswiderstand eines zylindrischen Leiters ist also 
im allgemeinen größer als der Ohmische. 

Seine Berechnung bietet in den meisten Sonderfällen unüber- 
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windliche Schwierigkeiten; man ist in diesen Fällen auf das Ex- 
periment angewiesen. Für einige einfache Anordnungen aber ist 
die Bechnung durchführbar. Als Beispiel einer solchen wählen 
wir eine unendlich große planparallele Eupferplatte von der Dicke dy 
die von geraden einander parallelen Stromfäden durchflössen wird. 
Dann hat auch das zugehörige magnetische Feld überall dieselbe 
Richtung; und zwar steht diese auf der Richtung der Stromfaden 
senkrecht. Außerhalb der Platte sei das magnetische Feld auf 
der einen Seite homogen, auf der anderen gleich Null. Eine der 
beschriebenen ähnliche Verteiluog von Strömen und Feldern finden 
wir bei Transformatoren, die mit rechteckigen Kupferschienen 

bewickelt sind, oder bei zwei 
einander parallelen, breiten 
Kupferschienen, welche eine Hin- 
leitung und Rückleitung des- 
selben Wechselstromes bilden. 
In die Plattenfläche, welche an 
das magnetische Feld Null stößt, 
legen wir die xz Ebene eines 
rechtwinkligen Koordinatensy- 
stems (Fig. 37). Das Feld falle 
in die Richtung der ;e^ Achse, 
der Strom in die Richtung der 
flj Achse. 

Wir wenden die beiden Max- 
well schenHauptgleichungen auf 
das Problem an. Nach der ersten ist das Linienintegral f^ds^ 
genommen über eine beliebige geschlossene Kurve, gleich 4 TcrrSumme 
aller Ströme, die durch die Begrenzungskurve treten. Wendet man 
diesen Satz auf das unendlich schmale Rechteck AB CD an, so 
liefern nur die Seiten AB und CD einen Beitrag zum Linien- 
integral; siod AB = CD = 1, so ergibt sich: 

dyl 
oder 




Fig. 37. 



«» + (^ + |f)dy»4«@dy 



-^ = 4«®. 



Die zweite Maxwellsche Hauptgleichung besagt, daß das Linien- 
integral der elektrischen Feldstärke /©(? 5 genommen über eine 
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beliebige geschlossene Kurve gleich der zeitlichen Abnahme des 
magnetischen Induktionsflusses ist, der durch die Schleife tritt. 
Hierbei ist in einem Leiter die elektrische Feldstärke (S » @ (T zu 
setzen, wo @ wieder die Stromdichte, c den spezifischen Wider- 
stand bedeutet. Wendet man diesen Satz auf das Rechteck aßyd 
an, das die Länge 1 und die Breite dy hat, so liefern wiederum 
nur die beiden langen Seiten aß und yd Beiträge zum Linien- 
integral. 

oder 

"^ dy " dt 
und wenn wir die symbolische Bezeichnung anwenden: 

(14) 41 =^"*- 

Aus (13) und (l 4) ergeben sich die gleichlautenden Differential- 
gleichungen fOr @ und §: 

Setzt man zur Abkürzung: 

(16) ^-V'-f> 
so ist: 

die allgemeine Lösung der Differentialgleichung für ^; f und g 
sind Litegrationskonstante. Da für y == auch $ = sein soll, 
so ist ^ =- — /" und: 

(17) ip = /'(e'^(i+^')y - e-'^^^+^'^y). 
Aus Gleichung (13) und (17) folgt: 

(18) @ = i- P = fj^^±J) Mi+j)y + e-'^^+^'^y). 

Die Mittelwertberechnung in bezug auf den Querschnitt ergibt: 

d 
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Daraus findet man das Quadrat des zeitlichen Mittelwertes, 
indem man auf der rechten Seite j durch — j ersetzt und die so 
gewonnenen Ausdrücke miteinander multipliziert: 



(19) 



MfM^^ (@) = i^fj2(e''^^'^^^—e-''^^+^^ (^^{i-J)d^e-^.{i-j)d^ 



j^^,(e:of. 2Kd — cos 2xd). 



Andrerseits ist: 
16»* 



M,(&) = ^^-^^^^-^ (e^(i+i)y + e-'^Ci+^Oy) (€^{i-J)y+ e-x(i-;>) = 

t 
— ^Q^tW' 2xy + cos 2xy) 

und 

(20) M^Ml&) = yg ^ (Sin. 2xrf + sin 2*i) . 

Setzt man die Ausdrücke (19) und (20) in Gleichung (9) ein, 
so ergibt sich: 

, N Bv __ , ©in. 2x(i4- sinSxd 

^^^^ 'B^~^^ €Ö\7'2%T^cöi^2^d ' 

Für kleine Argumente kann man die hyperbolischen und die 
Kreisfunktionen in Eeihen entwickeln. Dadurch erhält man die 
Näherungsformel : 

(22) X = ^ +~1BÖ-^ ^ +45-^^ • (^ ^1^^°-) 

Ist z. B. die Platte aus Kupfer (<y = 1700) und hat der 
Wechselstrom die Frequenz 50 (© = lOOiJc), so wird: 

(23) 4'- = 1 + 0,12 «iS 

WO d in cm zu messen ist. 

Für großes Argument werden die beiden hyperbolischen Funk- 
tionen einander gleich und groß gegen die Kreisfunktionen. D. h. 
bei großen Frequenzen kann man setzen: 

(24) ^-V-f^- (-gr°ß-) 

Der Wechselstromwiderstand wird also proportional der Wurzel 
aus der Frequenz. 
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Die Handbücher sollen in erster Linie dem Kaufmann und In- 
dustriellen ein geeignetes Hilfsmittel bieten, sich rasch ein Wohl- 
begründetes Wissen auf den Gebieten der Handels- und der Industrielehre, 
der Volkswirtschaft und des Rechtes, der Wirtschafbsgeographie und der 
Wirtschaftsgeschichte zu erwerben, wie ea die erhöhten Anforderungen 
des modernen Wirtschaftslebens erfordern. Aber auch allen Vo&s- 
wirtschaftlem und Politikern sowie den Verwaltüngs- und Steuerbehörden 
wird die Sammlung willkommen sein , da, sie in ihr die so oft nötigen 
zuTerlässigen Nachschlagewerke über die yerschiedenen kaufmännischen 
und industriellen Fragen finden werden. 

Die Bilanzen der priTaten rnternehmnngen, ^Sch^PMiow!" 

[Xn u. 365 S.] gr. 8. 1910. Geh. Jt 8.40, in Leinwand geb. Ji 9.— 

„ . . . Das vorliegende Buch will aUen denjenigen, die sich aus geschäftlichen oder 
wissenschaftlichen Gründen mit den Bilanzen geschäftlicher Unternehmungen befassen, 
eine Einführung in dieses komplizierte Gebiet geben und sie zu yerständnisvoUer Lektüre 
der Bilanzen adelten. . . . Auf streng wissenschaftlicher Grundlage und umfassender Ver- 
wertung der vorliegenden deutschen und ausländischen Bilanzliteratur beruhend, ist es in 
allen seinen Teilen so gehalten, dafi es keine speziellen Kenntnisse voraussetzt. Besonderer 
Wert ist darauf gelegt, die Anschaulichkeit der Darstellung dadurch zu erhöhen, da£ über- 
all Beispiele aus der Praxis des Bilanzwesens angeführt sind. Der Text ist übersichtlich 
gegliedert.. .. Alles in allem ein treffliches Bucht" (Centralblatt f . d. Znckerindvstrle.) 

6 TafMn. [Xni u. 628 S.] gr. 8. 1907. Geh. «^ 18.— , in Leinw. geb. JC 18.80. 

I,. . . Die Gesichtspunkte, unter denen der überaus reichhaltige und stellenweise 
sehr schwierige Stoff vorgetragen ist, entsprechen in jeder Weise den modernen Anforde- 
rungen an eine Fabrikanlage, d. H. es sind neben einer gewissen Formenschönheit in erster 
Linie doch immer die ZweckmäBigkeit, die hygienischen Bedflrfaisse und das Nützliohkeits- 
prlnzip berücksichtigt worden.** (XetalLrShren-Indnstrle.) 

Bet rieb Ton Fabriken. ?»^;J.-J u'^5'T?SS;i'.-*i.''Sin'5Sü^ ^l 

zahlreichen Formularen. [Yl u. 486 8.] gr. 8. 1905. Geh. JCS.—, in Leinw. geb. ^ 8.60. 
„Das Buch bietet eine Fülle von Anregnng und Belehrung und dürfte insbesondere 
für die leitenden technischen und kaufknännischen Persönlichkeiten wegeif der umfassenden 
Übersichten auf allen Gebieten des Fabrikbetriebes sehr zu empfehlen sein.*^ 

(ELektrotechnigche ZeitseUrlft.) 

Einfahmng in die Elektrotechnik. SÄ^l^rS^r'CrBÄ 

Mit 445 AbbUdungen. [VI u. 464 S.] gr. 8. 1908. Geh. JC 11.20, in Leinw. geb. JC 12.— 
,,. . . Sowohl dem kaufmännisch gebildeten Industriellen wie dem Ingenieur, der 
einen Überblick zu erwerben wünscht, wird das Buch eine brauchbare Handhabe dazu 
bieten. Der Stoff wird so vortrefflich behandelt, daß der Leser eine klare Vorstellung von den 
Grundbedingungen und Schwierigkeiten erhält." (Praktiseher Maschinen-Konstrukteur.) 

Von Oskar Simmersbach. Mit 98 AbbUd. [X u. 888 S.] 
gr. 8. 1906. Geh. ^ 7.80, in Leinw. geb. JC S.^ 
„. . . Der Verfasser hat es mit groBem Geschick verstanden, überall nur das Wesent- 
liche zu bringen, der technische Teil ist knapp und klar geschrieben; in dem Wirtschaft» 
liehen Teil sind die statistischen Angaben sorgfältig so ausgewählt und zruammengestellt, 
dafi sie, ohne zu ermüden, doch ein möglidist vollständiges Bild geben. Seinen Hauptwert 
wird das Buch wegen der vielen Zahlenangaben als Nachsohlageweik im täglichen Betrieb 
haben." (Zeltsehrift des Terems deutscher Ingenieur«.) 
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fassender "Weise ein 'bislier vernac'hiäBBigtes Gebiet. Es ist iliin gelungen, ein ebenso solides 
wie interessantes Lehrbuch für die des Versicherungswesens Unkundigen zu schreiben. 
Aber auch der Kundige wird aus dem Werke in mannigfachster Beziehung Belehrung und 
Anregung schöpfen, und zwar nicht bloß deshalb, weil er in dem Buche einen vortreff- 
lichen Einblick in die englischen und amerikanischen Verhältnisse erlangt, sondern 
aucli weU der Verfasser viele neue, bisher nicht genügend beachtete Seiten des deutschen 
Versicherungswesens aufdeckt." (Ztschr. f. d. gesamte Yersicherungs-WisHenschaft.) 

In Vorbereitung: 

Zollwesen Ton Begiernngsrat Ueberschaer, 

Cöln-Brunsfeld. 
Schwachstrointechnik Ton Ingenlenr Dr. 

L. Sonnenburg, Berlin. 
Textilindustrie. — Kohlenindastrie. 
Sozialpolitik Yon Prof. Dr. 0. von Zwle- 

dineek-Siidenhorst, Karlsrnhe f. B. 
GenossenschaftsneseQ von Prifatdozent 

Dr. Wygodzlnski, Bonn. 

lik d. intern. Getreide- 
tor Heller, Wien. 



Wirtschaftsstatlstik Ton Dir. 0. Most, 
Dnsseidorf. 

Einführung In die Volkswirtschaft Ton 
Professor Dr. Eckert, €öln. 

Geld-, Bank- und Borsenwesen von Pro- 
fessor Dr. Schumacher, Bonn. 

Terkehrsnesen ¥on Professor Dr. Wleden- 
feld, Cöln. 

Staats- und Yerwaltungsrecht des Dont- 
■chen Reiches and der Einzels 
Ton Professor Stier-Somlo, 



